THEORIE 


FONCTIONS  ALGÉBRIQUES 


DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


THÉORIE 


DES 


FONCTIONS  ALGÉBRIQUES 


DE 


DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES, 


PAH 


Emile   PICARD, 

MEMBRE     DE     L'iNSTITUT,     r  liO  F  E  SS  E  U  R    A     l' UNIVERSITÉ     DE    PARIS, 


ET 


&EORGES    SIMÂRT, 

CAriTAINE    DE    FRÉGATE,     RÉPÉTITELll     A     l'eGOLE     rOLYTECIINIQUE. 


TOME   I. 


PARIS, 

GAUTHIER-VILLARS  ET  FILS,  LMPRIMEURS-LIBRAIRES 
DE   l'École   polvtechniouk  ,    du   bureau   des    longitudes, 

Quai  des  Grarids-Augiistiiis,  55. 

1897 

(Tous  droits  réservés.) 


5^ 


^  o 


-t 


INTRODUCTION. 


J'avais,  depuis  longtemps,  l'intention  de  reprendre  mes 
anciennes  recherches  sur  les  fonctions  algébriques  de  deux 
variables  et  de  les  présenter  sous  une  forme  plus  didactique 
en  les  précisant  et  les  complétant  autant  qu'il  me  serait  pos- 
sible :  c'est  ce  que  je  me  proposais  de  faire  dans  un  Mémoire 
de  quelque  étendue.  Je  n'ai  pas  tardé  à  reconnaître  qu'il  était 
indispensable,  pour  la  clarté,  de  reprendre  en  même  temps 
les  travaux  classiques  de  INI.  Noether,  qui  sont  fondamentaux 
dans  cette  théorie,  et  le  travail  projeté  devenait  ainsi  une 
sorte  de  Traité  sur  la  théorie  des  fonctions  algébriques  de 
deux  variables.  Mais,  dans  ces  dernières  années,  ces  ques- 
tions ont  fait  l'objet  d'un  si  grand  nombre  de  recherches, 
surtout  en  Italie,  qu'il  était  impossible  de  les  passer  sous 
silence,  et  je  craignais,  d'autre  part,  de  m'engager  seul  dans 
un  domaine  très  étendu  où  seraient  nécessaires  des  recherches 
bibliographiques  et  la  lecture  de  nombreux  Mémoires.  Mon 
ami,  M.  Simart,  qui  m'a  déjà  rendu  de  grands  services  dans 
la  publication  de  mon  Traité  d'Analyse,  ayant  bien  voulu  me 
promettre  son  concours,  a  levé  mes  hésitations.  J'ai  traité  cet 
hiver  dans  mon  cours  de  la  Théorie  des  surfaces  algébriques, 
et  nous  avons,  M.  Simart  et  moi,  rassemblé  ces  Leçons  dans 
le  Tome  premier,  que  nous  publions  aujourd'hui. 

On  pensera,  peut-être,  que  notre  tentative  est  prématurée, 
et  que  la  Théoi'ic  des  fonctions  algébriques  de  plusieurs  va- 
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riablcs  présente  encore  liop  de  lucunes  pour  pouvoir  faire 
l'objet  d'une  exposition  d'ensemble.  Nous  n'avons  certes  pas 
la  prétention  d'approfondir  toutes  les  questions  qui  se  posent 
dans  cette  théorie  difficile  ;  notre  seul  but  est  de  donner  une 
idée  de  l'état  actuel  de  la  Science  sur  un  sujet  dont  l'élude 
niérile  de  lenti'r  l'elfort  de  nombreux  chercheurs. 

Nous  nous  sommes,  dans  ce  Volume,  étendus  assez  lon- 
gue iiirnl,  ;tii  (li'l)nl,  sur  diverses  (picslions  [jréli  m  inaires  con- 
cernant les  intégrales  multiples  et  la  Géométrie  de  situalimi. 
Nous  lrail<ins  ensuite  de  la  connexion  dans  les  surfaces  algé- 
briques et  des  intégrales  de  dilTérenticlles  totales.  Les  deux 
derniers  Chapitres  sont  consacrés  à  l'étude  des  nombres 
invariants  introduits  par  Clcbsch  et  Noelher,  et  aux  inté- 
grales doubles  qui  s'y  rattachent. 

Nous  nous  proposons,  dans  le  Tome  II,  de  compléter 
divers  points  cpii  n'ont  été  qu'effleurés  dans  le  jiréscnt 
Volume,  et  de  faire  des  applications  à  quelques  questions  de 
(  Calcul  intégral  ;  nous  espérons  aussi  faire  connaître  les  prin- 
cipaux résultats  obtenus  dans  ces  derniers  temps  par 
MM.  Castrliuioxo  et  l']i]ri(pies,  résultats  (|ui  ont  rt'uouvelé 
toute  une  partie  de  la  Théorie  des  surfaces. 

KsiiLE  PICARD. 
Piiris,  le  1"  juin  iSy;. 
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DES  INTÉGRALES  MULTIPLES  DE  FONCTIONS 
DE  PLUSIEURS  VARIABLES. 


I.  —  Des  intégrales  simples  et  des  intégrales  multiples 
d'ordre  /(  —  i  dans  l'espace  à  n  dimensions. 

1.  On  sait  ce  que  l'on  doit  entendre  par  inlégralc  multiple 
d'ordre  n  dans  l'espace  à  n  dimensions.  Nous  nous  proposons  de 
définir  les  intégrales  multiples,  dont  l'ordre  m  est  inférieur  à 
celui  n  des  dimensions,  et  de  chercher  les  conditions  d'inlégra- 
bilité  de  ces  intégrales. 

Nous  nous  occuperons  tout  d'abord  des  deux  cas  extrêmes,  re- 
latifs à  «1=  [  et  m  =  n  —  i,  ce  qui  nous  permettra  d'aborder 
plus  facilement  l'étude  des  cas  intermédiaires. 

2.  Quoique  le  cas  de  m  =  i  soit  bien  élémentaire,  reprenons- 
le  pour  être  complet;  soient  x,,  x-.,  ■■■,  x„,  n  variables  réelles 
que   Ton  considère  comme  les  coordonnées  d'un/)0(/)/  dans  l'es- 

P.  ET  S.  • 


•  cllAl'iiui:    I. 

nace  E„  i'i  //  cliiiiriisiiiii-..  <".i(ii>i(l<''i<ms  riiil('-f;i;ili' 

(l)  /      V,>/.rt-\\_(lT.-...^l'„(lx,„ 

•    A 

(laii^  l.ii|iirll<'  I',,  l'j.  ...,  I'„  ■iDDl  lie-;  fonclioDs  liien  (Ic'-lerminées 

cl  COI)  lin  lies  lie  U"i ,  Xj.  ...,  ./■„  el  (iii    V  il  I!  ili^lj^rieiil  deux  |)oiiils, 

ilans  l'espace  E„,  donl  les  coordonnées  sonl   r<-s|)celi\i!iiriil   a,, 
y...  ...,  a„  el  ^,,  li..  ...,  ?„• 

(leU.e  inlégraie  n'aura  de  sens  (jiic  l(ir--i|uc'  imiis  aurons  lixé  le 
chemin  d' intégration,  c"esl-à-dire  une  courhe  C,  ou  variélé  à 
une  diniensinn.  joignant  le  poinl  A  au  point  B.  Soient 

les  coordonnées  d'un  |)oinl  queIeon(|nc  de  la  courbe  C  expriniécs 
en  fonction  d'un  paramètre  /.  :  les  l'onclions  tt  sonl  des  fonctions 
continues  de  A,  et  quand  À  \ariera  d'une  manière  conlinue  de  Ào 
à  "/.,.  le  |)iiirit  (./•,,  x-,.  ...,  .r„  )  déci-ira  la  couilie  (.\.  L'intégrale  (i), 
piise  le  long  de  C,  est  alors,  par  di'finilion,  l'intégrale  simple 
ordinaire 

C'est  la  généralisation  de  V intégrale  ctin-i/igne,  dans  les  es- 
paces à  deux  el  trois  dimensions.  On  peut,  comme  dans  ces  cas, 
envisager  un  contour  (/'intégration  fermé,  dans  lequel  le  point 
d'arrivée  coïncide  avec  le  pniut  de  départ,  et  il  y  a  lieii  de  re- 
niar(|iier  que  celli-  iiiti''gralimi  peut  être  ellecluée  dans  deux  sens 

OppdSI'S. 

;>.  Nous  devons  nous  poser  pour  l'inli-grale  (i)  une  question 
analogue  à  celle  qui  a  élé  étndii'e  pour  les  intégrales  curvilignes 
ordinaires  :  ./  quelles  condilianx  /' intégrale  (\)  ne  dèpendra- 
l-elle  (juc  de  ses  limites? 

l'"iivisageons  ilans  l'espace  lî„  un  dcimainc  continu  D,  simple- 
iiieiil  conn<"\e,  à  l'inlérieur  duquel  les  l'onclions  l',,Po.  ...,  P„ 
-nul  iiiiirormes,  continues,  ainsi  lyn-  jcnis  d(ri\écs  |)artielles.  Les 
eoiiihes,  joignaul  les  dnix  poiiils  \  il  lî.  ipie  nous  aurons  à 
considi'i'cr,  apparlienneni  tout  entières  à  ce  domaine  el  pen\enl 
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être  ramenées  l'une  à  l'aulre  par  une  déformation  continue  sans 
en  sortir. 

Nous  cherchons  donc  les  conditions  nécessaires  el  suffisantes 
auxquelles  doivenl  satisfaire  les  fonctions  P,  dans  le  domaine  D, 
pour  que  la  valeur  de  l'intégrale  (i)  soit  indépendante  de  la  tra- 
jectoire suivie  par  le  point  (j,,  .r^,  ...,  x,,)  entre  les  points  A  et 
B  et  dépende  uniquement  des  coordonnées  du  point  A  et  de  celles 
du  point  B. 

Les  conditions  nécessaires  s'obtiennent  immédiatement,  en 
supposant  d'abord  tpi'on  ne  fasse  varier  que  deux  des  coor- 
données, Xi,  clXk,  ])ar  exemple.  L'intégrale  (i)  se  réduit  alors  à 
l'intégrale  curviligne  ordinaire 


/ 


Les  conditions  dinlégrabililé  sont 

,    ,  OPn       dP/, 

(  ■-*  )  "; —  =  1 — 

lin  considérant  toutes  les  combinaisons  différentes  de  n  lettres 

1  .1  1       ■  •  -11(11  I  )  ...  ...  ,  7    . , .      . 

deux  a  deux,  on  obtient  ainsi conditions  a  inlesraijilitc 

nécessaires. 

•4.  Ces  conditions  sont  aussi  sufjisanles.  i'our  le  montrer,  in- 
troduisons un  paramètre  variable  $,  et  envisageons  la  courbe  va- 
riable définie  par  les  équations 

.ri  =  o, ()>,£),         .r2=  Oo().,s),  ...,         .r„=o„(X,s). 

Les  fonctions  'o  sont  supposées  indépendantes  de  s,  quand  on  y 
faii  À  =^  ),o  et  X  =  ),,  :  pour  \  =  Xq  elles  se  réduisent  respective- 
ment à  a,,  a^,  ...,  a„  coordonnées  du  point  A,  et  pour  X  =  )»|  à 
^ji,  Pi,  ...,  P«  coordonnées  du  point  B. 

liaisons  varier  à  la  fois  \  et  s,  l'intégrale  (i)  prendra  la  forme 


(3) 


r.llAPITRE     I. 


C'e.sl  une  intégrale  curviligne  ordinaire  reliilive  aux  deux  va- 
riables À  et  e,  et  un  calcul  très  simple  montre  de  suite  que,  si  les 
relations  (2)  sont  satisfaites,  les  coefficients  de  cD.  et  de  dz  salis- 
(i)iil  à  la  condition  d'inli'jïrahililé 


(1) 


(S-'SO'âŒ-'S)- 


On  en  conclut  que  linlégrale  (3),  cflecluéc  le  long  d'un  con- 
tour fermé  tracé  dans  le  plan  des  Çk,  t),  est  nulle  si,  à  l'intérieur 
do  ce  contour,  la  condition  (4)  est  satisfaite,  les  fonctions  P 
étant  toujours  telles  (juc  nous  Pavons  supposé. 


X. 


Prenons  comme  contour  d'jnlégralion  le  rcclani^lo  ABCD,  dé- 
fini par  les  segments  OA  ■-=  Au,  0B  =  ).,,  AC  =  BD  =  ;.  On 
aura,  sans  qu'il  soit  besoin  d'écrire  l'élément  différentiel  sous  li- 
signe  somme,  la  relation 

Or  I  intégrale  cUctluée  le  long  de  BD  se  réduit  à 

piiisipic,  le  long  de  cette  ligue,  la  \aleiir  de  /.  est  constante. 
D'ailleurs,  pour  A  :=  À,  les  fonctions  s  sont,  par  11 v|)ollièse.  iiidé'- 
piridantcs  de  £  ;  doue  cclli'  intégrale  est  idenliquemcnl  nulle.  Il 
en  est  de  même  de  i'iiili'"iale  prise  le  loiiir  de  ("A.  iVotis  eoiicinons 


DES    INTÉGRALES    MULTIPLES    DE    FONCTIONS    DE    PLLSIEIRS    VARIABLES.       5 

de  là  que 

1  =.(' 


c'est-à-dire  que  l'intégrale  (i)  ne  change  pas  de  valeur  quand  on 
déforme  le  contour  d'intégration,  sous  les  conditions  spécifiées. 

Par  conséquent,  les  relations  (2)  sont  bien  les  conditions  né- 
cessaires et  suffisantes  d'intégration. 

Le  résultat  précédent  donne  lieu  aux  conclusions  suivantes  : 

Si  la  courbe  C,  fermée  et  continue,  peut  en  se  déformant  se 
réduire  à  un  point  sans  sortir  d'un  domaine  D  linéairement  con- 
nexe à  l'intérieur  duquel  les  fonctions  P,,  P.,,  ...,  P„  sont  uni- 
formes, continues,  ainsi  fpie  leurs  dérivées  partielles,  l'intégrale 
]jrise  le  long  de  ce  contour  sera  certainement  nulle. 

Nous  verrons,  dans  le  Chapitre  suivant,  ce  qu'on  doit  entendre 
par  un  domaine  à  connexion  multiple  dans  l'espace  E„,  mais, 
sans  aborder  cette  question,  on  conçoit,  par  analogie  à  ce 
qui  a  lieu  dans  l'espace  ordinaire,  qu'un  domaine  D,  continu, 
satisfaisant  aux  conditions  précédentes,  soit  tel  que  toute  courbe 
fermée  lui  appartenant  ne  puisse  se  réduire  à  un  point.  L'inté- 
grale prise  le  long  d'un  contour  fermé  appartenant  à  ce  domaine 
devra  alors  nécessairement  se  réduire  à  des  multiples  d'un  certain 
nombre  d'entre  elles  cpii  seront  les  périodes  de  l'intégrale  consi- 
dérée. 

0.  Passons  maintenant  aux  intégrales  multiples  d'ordre  n  —  i 
dans  l'espace  à  n  dimensions.  Quelques  remarques  préliminaires 
sont  nécessaires,  relatives  aux  variélés  ou  surfaces  à  n  —  i  di- 
mensions dans  l'espace  à  /*  dimensions. 

Considérons  l'équation 

(j)  F(Ti,  Xï,  ....  Xn)  =  O, 

où  F  désigne  une  fonction  uniforme,  continue,  dont  toutes  les 
dérivées  partielles  sont  aussi  continues  et  ne  s'annulent  jamais 
toutes  à  la  fois  sur  F.  L'ensemble  des  points  de  l'espace  E„,  qui  sa- 
tisfont à  cette  relation,  forme  une  variélé  à  «  —  1  dimensions,  V, 
ou  hypersurface.  Cette  variété  est  continue  si  l'on  peut  toujours 
réunir,  par  une  courbe  continue  entièrement  tracée  sur  elle,  deux 


poinls  arbitraires  do  celte  variété.  l'>lle  l'st  /iitir,  si  tous  ses 
points  sulisfunl  à  la  cciiiilition 

((■>)  xf-i- 3-| -,-... 4- a-J <  R!, 

Il  élanl  une  constante  li\e,  suriisanimenl  grande. 

Nous  dirons  que  la  variété  \  ,  définie  par  la  seule  équation  (.5). 
esl  fermée  si  elle  est  (inie  et  continue. 

Dans  ce  qui  suil,   nous  supposerons  en  outre  que  cette  variélé 

est  convexe,  c'est-à-dire  qu'une  parallèle  à  l'un  quelconque  des 

axes  de  coordonnées  qui  rencontre  celte  variélé  la  rencontre  en 

'li'ux  points  et  en  deux  points  seulcnicul.  Enfin,  comme  dernière 

li^'polhèse,    nous    ail llrcuis   (piil     n'existe,    sur     la   \ariété    ^  . 

aucune  relation   idenliipie  entre  deux  quelconques  ou  plusieurs 

,       ,  ,  •    .  Il       oV     oV  dV 

des  dérivées  parlielles  -— >   ,— >  ■••> 

'  0.ti    dx.,  or„ 

Comme  exemple  d'une  variélé  salisfaisani  à  toutes  ces  condi- 
tions, on  peut  citer  riivpersj)liére 

3-j-l-  3-;-^.  ..-(- j?,î  =  R^ 

Cela  posé,  on  voit  que  la  variété  ^'  divisera  l'espace  E„  en  deux 
régions,  l'une  déterminée  par  l'inégalité  F -<  o,  et  l'autre  par 
l'inégalité  F  >  o,  sans  (|u"il  soit  possible  de  passer  d'un  point  de 
l'une  à  un  point  de  laulre  sans  traverser  la  surface.  Nous  dési- 
gnerons sous  le  nom  de  région  liUéiieiire  celle  de  ces  régions 
dont  tous  les  j)oints  satisfont  en  outre  à  l'inégalité  (6)  et  l'on 
peut  idujdiirs  disposer  de  F  de  manière  que  ce  soit  celle  qui  cor- 
respondent à  l'inégalité  F  <;  o.  1/inégalilé  F  >  o  définit  alors  la 
région  des  points  extérieurs. 

G.  Maintenant,  par  analogie  avec  les  surfaces  dans  l'espace  or- 
dinaire, nous  considérerons  les  dérixées  parlielles 

àXi        Ojtj,  i).r„ 

romnic  les  pai.imrl  rc--  diiiic  nurmiile  à  l,i  xariéti-  \,  ri  UdU-- 
alliiMs  (l('iniiii I  icr  iiu  nu  |iimi1  liiu|()Mr--  li'iiuv cr  sur  celle  variéli- 
une  r'égjDU  pour  Kuiuellc  toutes  ces  tlihivées  parlielles  aient  le 
même  signe.   Envisageons  la  droite   paiallèle  à   l'axe  des  .r,,  dont 
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les  équations  sont 


t 


(7)  a-.,  =  «5,         a"3=a3,         x„=  a„, 

el  dont  on  obtient  tous  les  points  en  faisant  variera-,  de  — oo  à 
+  CO.  Soit  alors  B  le  premier  point  de  rencontre  de  cette  droite 
avec  la  surface  et  A  le  second.  La  fonction  F,  qui  s'annule  en  A 
et  B,  est  positive  lorsque  x'  varie  de  — oo  au  point  A,  négative 
entre  le  point  A  el  le  point  B,  positive  du  point  B  à  -i-  x.  On  en 

conclut  qu  au  point  15,  ou  point  d'entrée,  -—  est  négatif,  et  qu'au 
iioint  A,  ou  point  de  sortie,  —  est  posilif. 

Si  donc  on  considère  l'ensemble  de  toutes  les  droites  (7)  qui 
rencontrent   la    surface,    elles    diviseront   cette  surface    en    deu\ 

régions  :  lune   pour   laquelle  on  aura  - —  >  o,   l'autre   pour    la- 

quelle  —  <  o. 

Envisageons  de  même  l'ensemble  des  droites  parallèles  à  l'axe 

des  iC2  qui  coupent  la  surface,  elles  la  partageront  en  deux  nou- 

1,         ,    •  ,  ,   àF  ,   dF  /-         -    ■ 

velies  régions  correspondantes  a  ---  >  o  et  a  -: —  <  o.  Les  régions 
"  '  O.T2  àx-2  " 

ne  se  confondent  pas  avec  les  précédentes  puiscju'il  n'existe  j)as, 

par  hypothèse,  sur  \ ,  de  relation  identique  entre  les  dérivées  -  — , 

dP 

- —  On  peut  donc  séparer  sur  la  variété  V  une  région  pour  la- 

quelle  on  ait  à  la  fois  - —  >-  o  et-r —  >-  o.  Nous  considérerons  en- 

suite  l'ensemble  des  droites  parallèles  à  l'axe  des  x-.,,  et  en  conti- 
nuant ainsi  de  proche,  nous  arriverons  à  séparer  sur  la  variété  A 
une  région  I  pour  lac(Lielle  toutes  les  dérivées  partielles  sont  posi- 
tives. 


7.  Au  lieu  de  l'équation  (5),  qui  définit  la  variété  \,  on  peut 
considérer  l'ensemble  des  équations  équivalentes 


(8) 


l    Xi—fii  «,.  ir, Iln^i  I. 

^■l=fi{Ul,   «2.    ■■■;   i'«-l), 

^n~fn{'h-  "1 "n-lj- 


s  CllAl'lTHi;    I. 

où  II,,  (/;.  .  .  .  ,  //„    ,  sont  à  considérer  comme  ii  — i  viin'aLlcs  iii- 
ilépendanles. 

On  en  dcduil  les  relations 


dF 

àF 

dXt 

D{SCi,X3,  .. 

■•,^/l) 

± 

D(xj,ari,  ...,x„,Xt) 

I>(M|.  !/«.  .  .  . 

.(/„_,) 

D(j/,,  «5 «„_l) 

ÙF 

àx. 

-l- 

D(a^i J^i.a-î) 

dF 

àx„ 


j_  D(Xi,x.,....x„-,) 

D(a,,  «.....,«„_,)  ~  D(m,,Us,...,u„-,) 

dans  lesquelles,  /loiir  l'ordre  des  indices  adopté,  on  devra  afTecter 

(lu  signe  +  tous  les  dcterniinanls  fonctionnels  si  n  est  impair,  el 

prendre  allernalivement  le  signe  —  el  le  signe  -i-,  si  n  est  pair. 

Choisissons  l'ordre    des   ii   de    manière  que,   sur   la    région   1 

.  ■    ,       dV 
de  V,  considérée  plus  IkiuI,  pour  hupielle  toutes  les  dérivées^ 

sont  jjosilives,  celte  suite  de  rapports  soit  positive.  Si  l'on 
efTeclue  alors  une  permulalion  sur  les  ii,  le  signe  changera  ou 
ne  changera  pas  suivant  la  nature  de  celle  permutation.  Par  ana- 
logie avec  ce  qui  a  lieu  pour  les  surlaces  dans  l'espace  à  trois  dimen- 
sions, nous  distinguerons,  sur  la  variété  Y ^  deux  côtés  déterminés 
par  l'ordre  dans  lequel  les  lettres  ?/,,  i/j,  ...,  ««_(  sont  écrites,  un 
côté  extérieur  correspondant  à  un  ordre  tel  que,  dans  la  région  ], 
tous  les  déterminants  fonclionnels  précédents  afTectés  de  leur 
signe  soient  positifs,  el  un  cùlé  intérieur  correspondant  à  un 
ordre  tel  (pie  ces  déterminants  soient  n(''galifs. 

(Jn  exprime  encore  ce  fait  en  disant  cpio  si,  dans  les  équa- 
tions (8),  deux  variables  ;/  soni  |)crmul('es,  elles  représentent  \ 
ou  une  variété  opposée  à  V. 

8.  Ces  préliminaires  étant  posés,  pour  arriver  à  la  notion  d  une 
inl(''grali'  mullij)le  d'ordre  /(  —  i  dans  l'espace  à  /(  dimen>ioiis. 
nous  partirons,  si  /)  est  impair,  tic  1  iiilégrale 

où   toutes  les   di'rivées  partielles   sont   anVclées  du  signe  -r,  en 
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étendant  cette  intégrale  au  domaine  des  points  intérieurs  défini 
par  F  <  0  dans  l'espace  E„  ;  et  dans  ce  domaine  on  suppose,  bien 
entendu,  que  les  fonctions  P,  Q,  ...,  S  et  leurs  dérivées  partielles 
sont  uniformes  et  continues. 

Si  a  est  pair,  nous  envisagerons  l'intégrale  analogue 

mais  dans  laquelle  les  dérivées  partielles  sont  affectées  alternative- 
ment du  signe  +  et  du  signe  — . 

Considérons  le  premier  terme  de  l'une  ou  de  l'autre  de  ces  inté- 
rales 


Il    -"f^^''^' ''■"'-■  ■■''''"■ 


On  peut  effectuer  l'intégration  par  rapport  à  .Ti,  et,  en  désignant 
respectivement  par  B  et  A  les  points  d'entrée  et  de  sortie  d'une 
parallèle  à  l'axe  des  .r,,  l'intégrale  précédente  se  réduira  à  l'inté- 


grale d'oi-drc  /(  — 


f  f        •  •  .    fd.r,  dx,  .  .  .  f/^„(  Pa  -  Pb). 


Tous  les  points  A  appartiennent  à  la  région  des  points  de  la  va 


dF 
iélé  V  pour  laquelle  -t —  >  o;  tous  les  points  B  à  la  région  pour 


laquelle  - —  <  o. 
'  dxi 

Intiodulsant  les  variables  indépendantes  i(,,ii-2, ...,  u,i^t,  choisies 

dans  un  ordre  qui  corresponde  au  côté  extérieur  de  V,  on  aura 

pour  les  points  A 

djc>  dx3  .  . .  dxn  =  -=-. ^ — - —  du\  ...  dit„-t 

D(Ut, l(n-l) 

et  pour  les  points  B 

d.c,  dxs  .  .  .  dj-,1  =  —  =- ^ "      diii  .  .  .  diia-\ , 

D(lii,  ....  lln-\) 

de  sorte  que  l'intégrale  (lo)  sera  égale  à  l'intégrale  d'ordre  [n  —  i) 

J  J„-i  J  D(K,,  II,.   ....  «„_i) 


lO 


rli'ii(Jiie    ail    côlé   extérieur   de  la  Viuit'lé   \    dcfiiiie  par  l'i-qua- 
lion  F  =  o. 

Le  même  mode  de  raisonnement  montre,  en  s'ap|)iiyaiit  pour  les 
siijnes  sur  le  lemine  du  |)aragraphe  préccdenl,  que  rinlégrale 


est  égale  i'i  l'iiil(';;rale  d'ordre  /(  —  i 

/     /  •  •  •     /    Q  ,       '  '  '     '/"l  '/"i  •■  ■  </"'i-l- 

étendue  comme  la  première  au  côlé  extérieur  de  la  variété  \  ;  et 
de  même  pour  tous  les  autres  termes  de  l'intégrale  (y). 
linalemcnt  nous  pourrons  écrire  l'égalité 


(>■) 


1  =//"  • 


0^1 


-  .  .  .  n  - —  1  tUt  . .  .  d.r„ 
OXnl 


Oj 


|,     r)(-ra..r3 x„) 

l)((/|.  Mj.  ..    .  Un-i) 
ç,  D(a:, x„,xi) 


D(«,,i/j, 

l'intégrale  d'ordre  /(  étani  étendue  au  domaine  défini  par  F  ■<  o, 
et  l'intégrale  d'ordre  n  —  i  au  côlé  extérieur  de  la  variété  V (F  =  0). 
On  représenio  symlioliquemont  l'intégrale  d'ordre  («  —  1),  écrite 
dans  le  second  iixinlirr  de  celte  égalité,  par  1  cxpressimi 

(    /'  /'        ...    /'l'</.r.,rf.r,  ...rf./„ 
(12)  JJ,„_,,        J 

{        -■-  O  i/j-;,  ch-;  . . .  i/.i„  tl.r,    -...-)-  S  (/.r,  (l.i\  . .  .  </.r„„|. 

ilans  laquelle  l'ordre  des  indices  des  variables  Xi ,  J'-. r„  ne 

doit  pas  être  interverti;  c'est  i'i-dirc  (pic,  jiar  déjïnition.  celle  in- 
tégrale est  égale  à  l'intégrale 


/'/■ 


,    I)(.rs..r:, r„) 

D(((|,  Ui,.  .  .,  ii„-i) 


D(«,,  «j. 


Il,, 


1) 


-)-.. 


^n(.r,. 


IM"|. 


•r„-.)1 

"n    1>J 


du 


1    .  .  .  < 


tu,,- 
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étendue,  suivant  l'ordre  des  ii,  ii  un  côté  ou  à  l'autre  d'une  va- 
riété V  définie  par  l'équation  (5)  F=  o,  ou  par  le  groupe  des 
équations  équivalentes  (8). 

9.  La  formule  (i  i)  donne  iinmédiatemenl  la  condition  pour  que 
l'intégrale  (i  a)  prise  le  long  de  toute  variété  fermée  V  k  n  —  i  di- 
mensions, à  l'intérieur  de  lac|uelle  les  fonctions  P,  Q,  ..-,  S  et 
leurs  dérivées  partielles  du  jiremier  ordre  sont  uniformes  et  con- 
tinues, soit  égale  à  zéro. 

Il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

(i3)  ± ---i-±...±-—  =o, 

relation  dans  laquelle,  comme  nous  l'avons  dit,  on  prend  toutes 
les  déri\écs  partielles  avec  le  signe  4-  si  ii  est  impair,  et  avec 
alternativement  les  signes  +  et  —  si  n  est  pair. 

10.  Au  lieu  d'une  variété  fermée  à  />  —  i  dimensions,  on  peut 
considérer  une  variété  à  frontière,  (pil  sera  définie,  par  exemple, 
par  l'équation  F(xf,x-,,  ...,x„)=o  et  |iar  une  inégalité 
«I>(a-,,  j-o,  ...,  x„)<o,  si  l'on  suppose  que  l'équation  <I>  =  o 
sépare  sur  l'Iiypcrsurface  F  deux  régions  distinctes  :  l'une  pour 
laquelle  $>o,  l'autre  pour  hiquelle  $  <  o. 

Les  équations  F  =  o,  <I>  :=  o  prises  ensemble  constituent  une 
variété  an  —  a  dimensions  que  l'on  appelle  la //o/tiRVC  complète 
de  la  variété  définie  par  les  conditions 

F(,r,,.r.,, .r„)=  o,         '\>(xi,  .r,,  .  .  ■ ,  x-,i)<  o. 


Si,  au  lieu  de  délinlr  la  variété  fermée  par  l'équalion  F  =:  o,  on 
suppose  définie  par  les  équations  {<S) 

^i=/i("i-  "i "«-1  '• 

^«—  fl(U\'  "; "n-l). 


la 


^«=/«("l.  "2,    •  •  -,  "/(-l): 

on  obtiendra  une  variété  limitée  en  adjoignant  à  ces  équations  une 

ç>(î(i,  Hj,    ....  «„_i  l<  O, 
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qui  déleniiine  l'ensemble  des  points  inU-rieurs  à  la  variété  fermée 
à  «  —  2  dimensions  0  =  0  dans  l'espace  («,,  u-,.  ....  ii,i-i)- 

Si  alors  on  considère  un  cnscnible  de  variétés  à  11  —  1  dimen- 
sions, avant  une  même  fronlii're  définie  par  l'écpialion 

ç(«,,  H».  •  •  -,  "„-i  1^  o. 

on  verra  facilement,  sans  (|u"il  soil  besoin  d'insister,  que  la  rela- 
tion (i3)  exprime  la  condition  nécessaire  et  suflisanlc  pour  tpie 
l'intégrale  (12)  ne  dépende  que  de  la  frontière  linutant  la  variété 
sur  laquelle  on  intègre. 

La  dénionslralion  suppose,  bien  entendu,  que  dans  tout  le  do- 
maine à  Il  dimensions,  balayé  ]iar  cet  enscn)ble  de  variétés  avant 
même  (ronlière,  les  foricLious  P,  (^,  .  .  .,  S  cl  leurs  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  sont  uniformes  et  continues. 

On  eu  conclut  encore,  comme  pour  les  intégrales  linéaires,  que 
si  le  tiomaine  D,  lout  en  étant  continu  et  connexe,  est  tel  que 
toutes  les  variétés  fermées  à  i>  —  i  dimensions  (pie  l'on  v  peut 
tracer  ne  peuvent  pas  se  réduire  par  une  déformation  conlinue  à 
une  variété  d'un  nombre  moindre  do  dimensions,  lintégrale  prise 
le  long  tl  une  variété  fermée  à  /i  —  1  dimensions  se  réduira  né- 
cessairement à  une  somme  de  multiples  d'un  certain  noudjre 
d'entre  elles,  qui  seront  les  périodes  de  cette  intégrale. 

II.  —  Des  intégrales  d'ordre  quelconque. 

11.  Nous  avons  défini  les  intégrales  d'ordre  1  et  d'ordre  /(  —  1 
dans  l'espace  E„  ;  passons  maintenant  aux  cas  intermédiaires  (  '  ). 
Nous  nous  lioriii'rons  à  l'étude  des  intégrales  multiples  d'ordre  a 
et  3.  L'extension  au  cas  d  un  oidre  de  niiilliplirili'  quelcunque 
se  fera  d'elle-même. 

Nous  nous  proposons  donc  de  iléliiilr  les  expressions  svnibo- 
litpii'S  (Ir  la  foiine 


(i4)  ir=  f  f^\adxid.n., 


(')  L'ctiulc  (le  CCS  cas  a  clc  faite  |)oiii-  la  prciiiiùro  fuis  par  M.  l'oincarc  (.lc<a 
matliematica,  l.  1\). 
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considérées  comme  des  inléirrales  doubles  étendues  à  une  variété 
à  deux  dimensions,  fermée  ou  limitée.  Dans  une  pareille  expres- 
sion, d'après  la  définition  qui  va  suivre,  l'ordre  des  dilTérenticllcs 
dxi,  dxk  n'est  pas  indifférent;  les  A^  sont  des  fonctions  données 
de  .Ti,  J^o,  ...,  x„  et  nous  convenons  que 

A,7,  =  —  A/,-M 

ce  qui  entraîne  A,-,=  o. 

Supposons  que  la  variété  à  deux  dimensions  le  long  de  laquelle 
doit  s'effectuer  l'intégration  soit  déterminée  par  les  n  équations 

(i5)       3-1  =./,(;(,  i-),         Xi=fi{ii,v),         ....        x„=fn{ii,v), 

où  u  et  ('sont  à  considérer  comme  des  variables  indépendantes. 
La  variété  ainsi  définie  pourra  être  finie  et  continue  et  par  suite 
fermée.  C'est  ce  qui  aura  lieu  en  particulier  si  les _/ sont  des  fonc- 
tions périodiques  de  a  et  r. 

Mais  aux  équations  (i5)  nous  pouvons  joindre  une  inégalité 

(iG)  o{u,v)<.o, 

qui  exprimera  qu'on  ne  considère  sur  la  variété  (iS)  que  les 
points  qui  correspondent  à  l'intéiieur  de  la  courbe  tp(«,  i')=o, 
soit  A,  tracée  dans  le  plan  des  {a,  c).  On  a  alors  dans  l'espace  E„ 
une  variété  à  deux  dimensions  ajant  \'>QnY  frontière  la  variété  à 
une  dimension  correspondant  à  la  courlte  '^{i(,  i')=o. 

Nous  pourrions  aussi,  pour  définir  une  variété  fermée,  imaginer 
dans  l'espace  à  3  dimensions  (X,  Y,  Z),  une  surface  fermée,  dé- 
terminée en  exprimant  X,  Y  et  Z  en  fonction  de  deux  paramètres  ii 
et  (',  et  considérer  j:,,  x-,,  ...,  Xn  comme  des  fonctions  des  coor- 
données des  points  de  cette  surface.  Si  au  lieu  d'une  surface 
fermée  dans  le  même  espace  (X,  Y,  Z),  on  a  une  surfacel imitée 
par  un  contour,  elle  donnerait  lieu  à  une  variété  limitée  par  une 
certaine  frontière. 

Cela  posé,  l'intégrale  (i4)  sera,  y>m- déjinilion,  l'intégrale  double 
ordinaire 

étendue  à  toutes  les  valeurs  de  u  et  r,  si  la  variété  est  fermée; 
étendue  à  l'aire  A  définie  par  o(»,  i')<  o,  si  la  variété  est  limitée. 


I  I  I  II  M'ii  iir   I. 

Sdus  celle  forme  on  \oil,  à  ciiiise  de  la  relation  A/.,-  — A//,, 
que  les  deux  ternies  qui  correspondent  aux  deux  couples  t'/c  el  Ai 
s'ajoute  ni.  H  eiiKi  ripions  aussi  que,  si  l'on  |)eriiiiile  ;/  et  c,  celte  inté- 
fjrale  cliange  de  sij;nc  :  nous  diions  alors,  eonfornK'nu'nt  à  ce  ipii 
a  ('lé  dil  pri'cétlcniment.  que  1  inl(''i;i'alc  esl  prise  d'un  cùli'  ou  de 
l'autre  de  la  \ariélé  sur  laipielle  se  (ail  l'inléffration. 

12.  Clierelions  à  (picllcs  conditions  cetli'  inlc'^ialc  étendue  à 
une  variété  rerinée,  à  l'intih-ieui-  de  laquelle  les  A,/,  et  leurs  dé- 
livc'cs  partielles  du  premier  oi-dre  sont  coiitmues,  est  égale  à 
zéro;  ou,  ce  qui  revient  au  inéinc,  à  quelles  conditions  cette  inté- 
grale ne  dépend  (jiie  de  la  frontière  liniilant  la  varii'-té  sur  laquelle 
on  intègre. 

\ous  olitleiidrons  iiuniédiatenient  les  conditions  nécessaires  en 
faisant  \arier  seulement  trois  des  lettres  .f,  soient  .r,-,  ./>,  X/,. 
L  intégrale  J  se  réduit  à 

2   /    /  A, 7,  (l.r,-  dxi, -^  A/,/,  ilxi,  dxi,  ^  A/,,  dj/,  djr,. 

^ious  sommes  dans  le  cas  de  l'espace  à  trcus  dimensions,  l'our 
que  les  conditions  (jue   nous  cherchons  soient  reinplie>,   il  faut 

ipie  I  (III  ait  la  relation 

,  _,  àkin-  ^  d\/./,  ^  t)A/„  _  ^^ 

'  ÙX/,         '         ÙXi  OXl; 

et  cela  (pielles  que  soieiil  les  valeurs  des  ./■.  Si  d'ailleurs  on  re- 
marque (pie  celle  relation  ne  change  pas  quand  on  cncclue  une 
transposition  (pieleonqiie  entre  les  /,  / .  A,  on  obtiendra  ainsi 
autant  de  relations  ni'eessaires  (pi'il  y  a  de  combinaisons  possibles 

1        ,  .    .         .  ■    n(n  —  i)(/i  —  ■).) 

<le /;  Icllrcs  trois  a  trois,  soit  ^ 

'  6 

13.  (  .(■>  conditions  soiil-elles  siiliisaiiles '.*  l'oiir  le  iiKuiIrer. 
\o\ons  d  abord  ce  (pii  se  passe  (piand  un  einploie  le  second  mode 
•  le  représentation,  c'est-à-dire  quand  on  deliiiil  la  surface  d'inli'- 
gralion  ]iar  une  surface  fermée  S  dans  l'espace  XYZ,  ses  coor- 

<lonnées  l'Iaii  I  (■Npriiiiées  en  loiicliiin   de  deii\   |iaraiiièl  re>  1/  et  c. 
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En  partant  de  la  relation,  facile  à  vérifier, 

D(.r,-,a-/.)  ^  D(//,//,)  D(X.  Y) 
D(M,  ^■)  D(X,  Y)    D(u,v)       \ 

^  ^fhJAl  D(Y-Z)        D(/,-,.A)  D(Z.X| 
'     D(Y,Z)     D(«,c)"^    D(Z,X)     D(»,p;' 

on  voit  que  Tinlégrale  J  pourra  s't'crire  sous  la  forme 

C'est  une  intéj^rale  de  surface  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 
La  condition  pour  que  cette  intégrale  étendue  à  une  surface 
fermée  soit  nulle  est 


0 
àZ 


L Z -^"  D(X,Y)J  -  JX  [Z'^"-  "DTYTzyJ 

[2-^"'-D(z7x7j  =  °- 


iJY 


En  développant  celte  relation,  on  voit  que  les  termes  en  A,/, 
disparaissent  d'eux-mêmes,  en  vertu  de  l'identité 

±  D(.A,//.-)  _^  ±  D(//,//)  _  ^  i'i./>:_./il  _ 
OZ   D(X,Y)     ■    àX    D(Y,Z)     '    à\     b(Z,  Xj    ~  "• 

Il  reste  alors 

Y  D (./•,■■//.)  /  Y  'M^  çV), \  ,  y  n (/,■,/<■)  /  Y  :^  4//'  \ 

Xri  D(X,  Y)    (  ^  d:r/,     (^Z    )  ""^   D(Y,  Z)'      Zâ  àxu    dX 

i.l<  \     h  /  /A  \     A  / 

^   L)(Z,X)    \Zaùxu    <A    )""°' 
ou,  en  réunissant  tous  les  termes  dans  une  sommation  triple 


Jmd\àx/,  dxi  Oxk  J    D(X,Y,  Z) 

ihh 

la  sommation  élanl  (.-tendue  à  toutes  les  coml^inaisons  de  n  lettres 


i6  ciiAi'iriti;   I. 

Irois  à  trois.  Celle  condilioti  csl  salisfaile  si  les  relations  (i  ^)  soiil 
satisfaites,  et  l'un  en  conilul  (|ne  ces  relations  sont  suffisanles 
pour  (|ne  l'intégrale  J  étendue  à  une  variélé  fermée  définie  par  la 
surface  S,  et  sous  les  conditions  spécifiées,  soil  éj^ale  à  zéro. 

Celle  démonslralion  laisse  loutclois  subsister  un  doule.  ÎSous 
avons  supposé  que  les  .r  étaient  des  fondions  de  X,  ^  .  Z,  ces 
dernières  étant  exprimées  en  fonction  de  ii  et  c.  Il  n"ost  pas  cer- 
tain <pie  ce  mode  de  repiésentalion  puisse  s"ap|)liquer  à  une  va- 
ri('té  (|Uêlcon(pic  à  deux  dimensions.  ïoiile  \;iriété  à  deux  fli- 
mcnsions  peul,  au  contraire,  se  représenter  par  le  sjsU'me  des 
é(juations  (i5).  î\ous  allons  donc  reprcndi-e  la  démonstration  en 
nous  servant  d'ailleurs  du  résultat  pi'écédent. 

Nous  de\ons  alors  concevoir  (pie  les  ./•  sont  cxpiinu'-s  en  fonc- 
tion de  deux  paranièlrcs  ii  et  r  et   d  une  constante  arbitraire  £ 

Xi  —  f,{ll,  V,t)  (t  =  1,2,  ...,  Il), 

î  variant  entre  certaines  liniilcs,  et  I  on  suppose  (pie  les  \aicurs 
des  X  ne  déj)cndenl  pas  de  s  <piand  le  point  (;/,  c)  est  sur  le  con- 
tour \  [»(</,(■)  =  o]  dont  nous  a\ons  jiarlé  plus  haut.  Jl  faut 
iiKintrci  que  l'intégrale  J  ne  dépend  j)as  de  s.  l'osons 

Il  =  \,        .  =  V,        s  =  Z. 

D'après  ce  qui  précède,  si  les  conditions  (17)  sont  satisfaites, 
l'intégrale  le  long  de  toute  surface  fermée  dans  l'espace  (XYZ) 
sera  nulle. 

Prenons  pour  surface  d'intégration  la  siirlace  totale  d'un  cy- 
lindre dont  la  base  dans  le  plan  des  X\  csl  la  courbe  .\,  et  dont 
la  baiili'iir  est  égale  à  e.  Soit  li  la  base  su|iérieurc,  qui  est  une 
couibe  égale  à  A.  Or  les  x  ne  dépendent  pa.s,  par  Inpothèse,  de  s. 
quand  le  point  (m,  c)  est  sur  le  contonr  A  :  les  déterminants  fonc- 
tionnels 

nf.r,.  .r/,/)        Df.r,-,  .r/") 
D(Y,Z)  '     "Lt(Z,  X) 

seront  ilonc  nuls  sur  la  surface  latérale  et,  par  suite,  l'intégrale 
relative  à  celte  surface  sera  égale  à  zéro.  Par  suite,  la  somme  îles 
intégrales  étendues  respectivement  à  l'aire  A  et  à  l'aire  15  est  nulle, 
<•!  si  l'on  iiilrgre  il'iiii  niènie  côlé  île  ces  surfaces  jiar  r.ippori  au 
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plan  XY,  ces  deux  intégrales  seront  égales.  Les  conditions  (ir) 
Irouvces  comme  nécessaires  sont  donc  bien  suffisantes. 


Fis. 


Il  est  important  de  remarquer  en  terminant  que  les  conclusions 
précédentes  exigent  que,  lorsqu'on  déforme  la  surface  en  laissant 
sa  frontière  invariable,  elle  doit,  en  se  déformant,  ne  rencontrer 
aucun  des  systèmes  de  valeurs  des  x  pour  lesquelles  les  A,y(  devien- 
draient infinies  ou  mal  déterminées. 

Enfin,  on  conçoit,  comme  j)Our  les  intégrales  d'ordre  un  et 
d'ordre /<  —  i,  que,  dans  un  domaine  D  où  toutes  les  variétés 
fermées  Eo  ne  pourraient  pas  se  réduire  à  un  point  ou  à  une  ligne, 
l'intégrale  ]irise  le  long  d'une  de  ces  variétés  devra  se  réduire  à 
une  somme  de  multiples  d'un  certain  nombre  d'entre  elles,  qui 
seront  les  périodes  de  l'intégrale  considérée. 

\A.   Bornons-nous,  pour  terminer,  à  définir  les  intégrales  mul- 
tiples d'ordre  3  dans  l'espace  à  «  dimensions. 
L'expression  symbolique 


(i8) 


J=    1    /    /    y  _  A,/,;  dxj  dxi;  cIti, 


considérée  comme  une  intégrale  triple,  étendue  à  une  variété  à 
3  dimensions,  se  définit  de  la  manière  suivante  :  Les  dxi,  dxk,  dxi 
sont  trois  quelconques  des  ii  dilférentielles  dx^,  ...,  dxni  dont 
l'ordre  ne  doit  pas  être  interverti.  Les  fonctions  A/yiy  sont  des 
fonctions  données  de  X|,  Xo,  ...,  x„.  Deux  fonctions  A,/,/  sont 
égales  en  valeur  absolue  si  elles  ne  diffèrent  que  par  l'ordre  des 
r.  ET  s.  -j 


i8  ciiArrntE  i.  —   iies  iMtiiiiALiis  jiiLrii'i.i;s,  etc. 

indices,  mais  elles  cliaiigenl  de  signe  quand  on   passc  de  l'une  à 
liiulie  ]);ir  ///((.'  Iransposilion.  On  aur:i  dune  en  |(.irlieulicr 

A//,/=  —  A/,,7=  -I-  A/,-,-. 

Cela  posé,  si  l'on  hU|>pose  que  la   variété  à  o  diinenïion>.  --ur 
laquelle  on  intègre,  esl  définie  par  les  équations 

^(  =/<•(".  »'•'<•)  (/=^  1,2 II). 


rinlégralc  triple  J  (i8)  sera,  jiar  définition,  l'intégrale  triple  ordi- 
naire 

I    I    I    7  A,/.-/     -,  —  du  (h-  (h\  . 

étendue,  s'il  s'agit  d'une  variété  à  frontière,  à  tout  le  domaine 
o(«,  (',  (V')<^o,  limité  par  une  surface  g(  »,  r,  ir)  =  o  dans  l'es- 
pace {il.,  c,  »•). 

On  trouvera  les  conditions  nécessaires  pour  que  celle  Intégrale 
ne  dé|)endc.que  de  la  frontière  de  la  variété  d'iul(''gratiou,  en  ne 
considérant  d'abord  comme  variables  cpie  ipialre  des  lettres  x. 
soient  x,,  x/,,  x/,  x,,,-  On  esl  alors  dans  le  cas  d'une  intégrale 
d'ordre  n  —  i  dans  un  espace  à  n  dimensions  [n  ■  -  f  ).  Les  condi- 
tions d'inlégrabililé  nécessaires  sont  donc 

d\,k/       0\/,i„,       <h\./,„i       '>A,„,/. 


Oxjn  OûCi  àx/i  dxi  ' 

et  II'  iioniliro  de  ces  conditions  est  égal  au  nondjre  des  condjiiiai- 
sons  de  n  lellrcs  (|ualr<'  à  (|u;ilrc. 

Pour  (l('niontrer  qu'elles  Mint  suffisantes,  on  procédera  ensuite 
comme  dans  le  cas  des  intégrales  multiples  d'ordie  deux. 


CHAPITRE  II. 

SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DE  SITUATION  (ANALYSIS  SITUS). 


I.  —  Généralités  sur  les  variétés  à  un  nombre  quelconque 
de  dimensions. 

1.  Nous  allons  nous  occuper,  clans  cette  Section,  de  di\erses 
questions  concernant  la  Géométrie  de  situation  dans  les  espaces 
à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  questions  dont  l'ensemble 
est  souvent  désigné  sous  le  nom  (\\4nalysis  siliis.  Cette  théorie  a 
été  i'ondi'e  par  Rieniann,  qui  lui  a  donné  ce  nom;  dans  ses  études 
sur  les  fonctions  abéliennes,  le  grand  géomètre  ne  considère  que 
les  espaces  à  deux  dimensions,  mais  il  a.  ensuite  généralisé  ses 
recherches  pour  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  comme  le 
montrent  des  Notes  publiées  après  sa  mort  dans  le  Volume  renfer- 
mant ses  OEuvres  complètes  (').  Indépendaninient  de  Riemann, 
Relti  avait  de  son  côté  étudié  les  divers  ordres  de  connexion  dans 
les  espaces  à  n  dimensions,  et  publié  un  Mémoire  fondamental 
sur  ce  sujet  (-).  Dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques 
de  deux  variables  (■'),  M.  Picai'd  avait  montré  l'intérêt  que  pré- 
sentent des  considérations  de  ce  genre  dans  l'étude  des  surfaces 
algébriques.  Tout  récemment,  M.  Poincaré  ('■)  a  repris  d'une 
manière  générale  cette  question  de  V Analysis  silus,  et,  après  avoir 
complété  et  précisé  les  résultats  obtenus  par  Betti,  a  appelé  l'at- 
tention sur  les  difTérences  considérables  que  présentent  ces 
théories,  suivant  qu'il  s'agit  d'un  espace  à  deux  dimensions  ou 
d'un  espace  à  un  plus  grand  nombre  de  dimensions. 


(  ')  Œuvres  complètes  de  Riemann. 

('-)  Annali  di  Matematica,  t.  IV  (1870-71). 

(')  Journal  de  Mathématiques  (188g). 

(')  Journal  de  l'École  Polytechnique  (iSgô). 
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"2.  Considérons  un  cspacu  à  n  illmensions  (.ri,  x->.  ■  ■  -,  -Tu)  el, 
dans  cet  es|)ace,  nn  espace  S„_„,  à  /(  —  ///  dimensions;  un  tel 
espace  sera  dit  lini'dirciiient  connexe  si  1  im  peul  joindre  par  une 
ligne  continue,  sans  sortir  de  S„_m,  deux  points  de  cet  espace.  Au 
lieu  d'employer  l'expression  A^espace,  il  nous  arrivera  souvent 
d'employer  le  terme  de  variété,  de  miilli[ilicité  on  de  ronlinuiim, 
\iiiiLiiil  ilési^iier  pMi-  là  un  cerlain  rnscmbli'  runlinii  de  poinis 
dépendant  d  un  nomhrc  île  jiaramètres  égal  à  la  dimension  de 
celle   \ari(''lé  ou  de  ee  eoiilinuiim. 

Il  peiii  armer  ipie  la  variété  S„_,„  soil  (K'Iiijie  de  tliverses  ma- 
nières. On  peut  eonceviiir  ipie  I Un  ail  l('s  m  égalités 

F, (a:,, 3-2,  .  .  .,Xn)^  O, 
V<,{jr^,x,, r„^=  o, 

5 

F,„(.r|,.r2,  ...,  J-„)  =  o, 
et  un  certain  nomhie  d  illégalités 

0|(-^l,-''2, 3-„)>o, 

0.,(Tt,T.^ .7-,,)>  O. 

?</(^i.^2,  ...,a-„)>  o. 

On  suppose  ipie  les  f'onelioiis  F  et  a  sont  des  fonctions  analy- 
tiques bien  déterminées,  et  que  les  divers  déterminants  fonction- 
nels des  F  considérées  comme  fonctions  de  m  des  lettres  x  ne 
saniiiileiil  jamais  tous  à  la  fois.  Les  égalités  et  inégalités  précé- 
dentes, si  elles  peuvent  être  vérifiées  pour  certaines  valeurs  des  x, 
définissent  en  général  une  multiplicité  à  /(  —  ii>  dimensions,  qui 
sera  linéairement  connexe,  ou  se  partagera  en  plusieurs  variétés 
linéairement  connexes.  Nous  supposerons  qu'il  n'y  ait  qu'une 
seule  variété  connexe,  et  nous  aurons  alors  un  espace  Sn-m- 

3.  Cette  manière  de  dt'liiiir  un  espace  S«_„,  n'est  pas  la  plus 
générale.  On  iniit  déliiiir  un  tel  espace,  au  moins  dans  le  voisi- 
nage d'un  point  |iar  des  eipi. liions  de  la  loriiie 

X,  =  '}i(«|,  u, "„-,„), 

» 

^n=  ^n('l\:  ":■  ■■-,  "n-m), 
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les  'L  étant  des  fondions  bien  délerminées  des  «/,  que,  en  nous 
réduisant  aux  espaces  analytiques,  nous  pouvons  supposer 
comme  plus  haut  être  des  fondions  analytiques  des  (/  dans  un 
certain  domaine.  Nous  avons  alors  une  certaine  portion  de  l'espace 
■'«-m  j  on  peut  ensuite  faire  rexlension  analytique  de  cet  espace, 
c'est-à-dire  des  fonctions  i,  et  le  prolongement  de  la  représenta- 
tion paramétrique  nous  donnera  de  proche  en  proche  un  prolon- 
gement de  S„_m.  Il  se  peut  que,  dans  chacune  de  ces  représenta- 
tions ou  dans  quelques-unes  d'entre  elles,  les  paramètres  ne 
puissent  pas  prendre  toutes  les  valeurs  du  champ  de  convergence, 
mais  satisfassent  à  une  ou  plusieurs  inégalités 

P,(î(i,  u-u  •  • .,  ;<„_,„)>  o. 

4.  La  notion  de  frontière  d'une  multiplicité  S„_m  se  pose 
d'elle-même  ;  une  frontière  est  une  multiplicité  d'ordre  n  —  m  —  i 
qui  empêche  la  continuation  de  S„_„,.  Supposons  d'abord  que 
cette  variété  soit  délinie  par  les  égalités  et  inégalités  considérées 
au  début  du  numéro  précédent;  s'il  existe  des  valeurs  des  x 
formant  une  mullipiicilé  d'ordre  n  —  m  —  i,  satisfaisant  aux 
équations  et  inégalités 

F,-=  o       («  =  I,  a,  . . .,  ni), 

<fi  =  o, 

<f>>  o       (>.  =  2,  ...,</), 

la  multiplicité  définie  par  ces  équations  et  inégalités  sera  une 
frontière  de  ?>„_m\  dans  le  cas  actuel,  il  pourra  y  avoir  q  fron- 
tières en  associant  successivement  aux  m  équations  chacune  des 
inégalités  transformée  en  égalité. 

Avec  la  définition  générale  des  variétés  résultant  du  prolonge- 
ment analytique  d'une  représentation  paramétrique,  une  frontière 
est  formée  par  l'ensemble  des  points  correspondant  à  une  des 
inégalités  relatives  aux  paramètres,  cette  inégalité  étant  trans- 
formée en  égalité.  Ainsi,  soit,  pour  une  certaine  représentation. 

P(î<,,  U-i,  .  ..,  U„-m)>0 

une  des  inégalités  auxquelles  doivent  satisfaire  les  paramètres; 
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on  suppose  que,  dans  le  (Juniuine,  la  fonction  -s  soil  susccplible  de 
s'annuler  en  cliangcani  de  signe.  La  rclalion 

définira  une  certaine  porlion  d'une  IVonlière  dans  le  domaine 
corrcspondaul  à  la  relation  jiaraniétrif|ue  envisagée,  cl  cette  por- 
lion de  frontière  se  prolongera  aualv  lii|iienient  avec  ce  domaine. 

Il  peut  arriver  qu'une  multiplicité  n'ait  pas  de  frontière. 
Pour  le  moment  au  moins,  nous  ne  considérerons  que  des  nmlti- 
plicités  S„_,„  restant  tout  entières  à  distance  finie;  une  telle  jmuI- 
tiplicité,  quand  elle  n'aura  jias  île  IVontièrr,  peut  être  dih-  une 
multiplicité  fermée. 

I)ans  toutes  ces  définitions,  nous  ne  faisons  qu'étendre  à  un 
nombre  quelconque  do  dimensions  des  notions  familières  dans 
l'espace  à  deux  et  trois  dimensions.  Une  variété  à  deux  dimen- 
sions dans  l'espace  à  trois  dimensions  est  ce  que  l'on  appelle  une 
surface;  les  frontières  de  celles-ci  sont  des  courbes,  et  une  sur- 
face restant  tout  entière  à  distance  finie  et  n'avant  pas  de  fron- 
tière est  une  surface  feruiéc. 

O.  Il  peut  arriver  (pie  des  mulliplicités  analvtiques  se  coupent 
elles-mêmes,  et  qu'elles  se  recouvrent  totalement  elles-mêmes. 
Pour  bien  faire  eompreiulre  ce  que  nous  entendons  par  là,  pre- 
nons une  surface  analjli(|ue  dans  l'espace  à  trois  dimensions 
(/l^^3,  m^'.i).  Une  portion  de  surface  rpii  a  une  ligue  double 
se  coupe  elle-même.  Un  exemple  bien  connu  d'une  surface  se 
recouvrant  elle-même  est  fourni  par  un  rectangle  de  papier  abcd 
que  Ton  replie  sur  lui-même  de  la  façon  suivante  :  Soient  rtt  et  cd 
deux  côtés  parallèles,  de  telle  sorte  (pie  (/  et  <■/,  ainsi  que  h  et  c, 
désignent  des  sommets  opposés.  Ou  contourne  la  feuille  de  paj)ier 
de  manière  (jue  ah  vienne  coïncider  avec  f/c,  en  faisant  coïncider 
par  conséquent  les  sommets  opposés.  On  réalise  ainsi  une  surface 
limitée  par  une  seule  frontière  et  (pii  se  recouvre  totalement  elle- 
même. 

Les  circonstances  que  nous  venons  de  rencontrer  sont  géné- 
rales; il  peut  arriver  (prune  variété  S„_,„  se  recouvre  totalement 
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elle-même;  appelons  variété  double  une  lelle  variété  (').  Pour 
définir  d'une  manière  générale  une  variété  de  cette  nature,  consi- 
dérons dans  le  voisinage  d'un  point  A,  que  nous  ne  supposons 
pas  sur  une  frontière,  une  représentation  paramétrique  ;  on  pourra 
évidemment  de  cette  représentation  déduire,  entre  les  coordonnées 
(^1,  .To,  ...,  x,i)  d'un  point  quelconque  de  la  variété  suffisamment 
voisin  de  A,  m  relations  de  la  forme 

Fi(a,',,^'2,  ...,x„)=  o, 


Fm  (^l!  J"2i  •  ■  • ,  ^k)  —  O, 


les  F  étant  holomorphes  autour  des  coordonnées  x\,  ...,  j:" 
de  A.  Envisageons  d'autre  part  n  —  m  —  i  formes  quadratiques 
homogènes  en  x^ — .r",  ...,  ./•„  —  ,r",  définies  et  linéairement 
indépendantes;  nous  les  su]qioserons  positives  et  les  désignerons 
par 

Xi(j-,,  j"2,   .  .  .,  .r,,),      X„_,„_,(j-i,  .r2,  .  .  .,  a"„). 

Ceci  posé,  aux  m  équations  ci-dessus,  adjoignons  les  a  —  m  —  i 
équations 

X/fa-,,  .r, 3',,)=  ti         (i  =  1,0,  . .  .,  n  — m—  \), 

les  Si  étant  des  quantités  positives  très  petites.  Nous  avons  main- 
tenant /?  —  I  équations  qui  définiront  évidemment  une  petite 
courbe  fermée  C  autour  du  point  A,  courbe  située  dans  l'espace 
'èii-m-  Sur  cette  courbe,  on  peut  concevoir  tracé  un  certain  sens 
de  flèche  bien  défini. 

Imaginons  maintenant  que  le  point  A  se  déplace  sur  S„_,„  ;  en 
nous  servant  des  prolongements  successifs  des  représentations 
paramétriques  et  deséquations  auxiliaires  )i,=  £,-,  ou  x^,  ...,  x"^ 
sont  chaque  fois  à  remplacer  par  les  coordonnées  actuelles  de  A, 
nous  pouvons  considérer  que  le  point  A,  pendant  son  mouvement, 
entraîne  avec  lui  la  courbe  fermée  C  qui  se  déforme  en  même 
temps,  mais  pour  laquelle  le  sens  de  flèche  marqué  au  début  est 


C)  M.  Poincaré  appelle  variété  unilatère,  les  variétés  de  ce  genre;  comparer 
la  définition  qu'il  donne  de  ces  variétés  (Mémoire  cité)  avec  celle  que  nous  don- 
nons dans  le  texte. 
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toujours  dùlini  sans  ambiguïté.  Deux  circonslances  peuvent  alors 
se  présenter. 

En  premier  lieu,  il  peut  arriver  que  A,  revenant  à  son  point 
de  départ  après  avoir  suivi  sur  Sh_„,,  sans  traverser  une  frontière, 
un  chemin  fermé  quelconque,  la  courbe  C  au  retour  vienne  se 
replacer  sur  sa  position  initiale,  les  deux  sens  de  Jlèche  coïnci- 
dant. Dans  ce  cas,  la  variété  est  simple;  elle  ne  se  recouvre  pas 
elle-même. 

Il  peut  arriver  au  contraire,  en  second  lieu,  fpie,  pour  certains 
chemins  fermés  décrits  par  A,  on  ne  retrouve  pas  au  retour  le 
même  sens  de  flèche  pour  la  courbe  C;  nous  aurons  alors  une 
variété  double. 

G.  Au  point  de  vue  analytique,  on  voit  qu'à  un  sens  défini  sur 
la  courbe  C,  correspondent  des  signes  déterminés  pour  les  coeffi- 
cients différentiels 


dxi  d.r,  dx„ 

a,  =  ~    _  . 

Posons 


ai  =  —^  )  ao  =  —r^  !  •  •  •  >  ^"  —  —j 

as  (is  as 


r)(F,,F5,  ....F,_,.F,+, F,„.X,,...,X„-,„-i) 

A,-  =  — ^ r-, : ' 

0(2^1,^2 r,_i,X,+  |,  .  .  .,x„) 


on  a 

«1  «2 


Al        Aj       ■  A„       ±/Af-i-...H-A« 

En  choisissant  le  signe  -+-  pour  le  radical,  on  a  pour  les  a,-  des 
valeurs  déterminées  en  grandeur  et  en  signe.  D'ailleurs  A, ,  Aj,  . . . , 
A„  sont  des  fonctions  linéaires  des  déterminants  fonctionnels 
des  F  considérées  comme  fonctions  de  ni  des  lettres  se,  et  leurs 
coefficients  qui  ne  dépendent  que  de  /,,  ...,).„.,„_i  sont  arbi- 
traires. Si  donc  la  surface  est  simple,  ces  déterminants  fonction- 
nels devront  reprendre  la  iiiémc  viil<'ur  en  i;ian(leur  et  en  signe 
quand,  partant  d'un  point  A  sur  la  variété  S„_,„,  on  y  revient 
après  avoir  parcouru  un  chemin  fermé  quelcomjue  sur  cette  variété. 

On  pourrait  encore  ])résenler  la  question  do  la  manière  sui- 
vante :  Considérons  dans  l'csparc  l'„  uni'  (hiiii-droite  passant  par 
le  jioint  A.  Soit  A,,  A.,  .  .  . ,  A„  ses  paramètres,  de  sorte  que  ses 
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équalions  sont  de  la  forme 

.Ti  —  ,r"        .r,  —  x'i  Xi, —  .V 


Al       ~       A2        ~''  A„      ' 

nous  la  supposons  assujcUie  à  la  condition 

A 1  (Ixi  -f-  A»  dx-i  -t- . . .  -f-  A„  dx,t  =  o, 

f/.ri,  dx-^.  .  .  .  tl.Vn  étant  un  élément  linéaire  de  la  variété  S„_m- 
Entre  les  A„  existent  m  équations  linéaires  homogènes  dont  les 
coefficients  sont  les  différents  déterminants  fonctionnels  des  F 
par  rapport  à  m  des  lettres  x.  On  peut  choisir  arbitrairement  m 
des  A,-,  et  les  autres  seront  déterminées  en  fonction  des  coor- 
données du  point  A.  La  conclusion  est  la  mémo  que  précédemment. 
Si  la  surface  est  simple,  quand  A  reviendra  à  son  point  de  départ 
après  avoir  suivi  sur  S„_,„  un  chemin  fermé  quelconque,  la  demi- 
droite  devra  se  replacer  sur  sa  position  initiale  sans  que  son  sens 
ait  changé,  et  les  déterminants  fonctionnels  reprendront  la  même 
valeur  en  grandeur  et  en  signe. 

Pour  le  cas  d'une  surface  double,  dans  l'espace  à  trois  dimen- 
sions, on  voit  immédiatement  que  les  considérations  précédentes 
prennent  une  forme  (rès  simple.  La  courbe  G  sera,  si  l'on  veut, 
l'intersection  de  la  surface  avec  une  petite  sphère  de  centre  A.  La 
droite,  considérée  en  second  lieu,  est  la  normale  à  la  surface  au 
point  A,  sur  laquelle  on  peut,  à  partir  de  ce  point,  distinguer 
deux  demi-droites.  Un  observateur  placé  sur  une  de  ces  demi- 
droites,  les  pieds  en  A,  voit  la  flèche  tracée  sur  G  tourner  dans  un 
certain  sens.  Quand  le  point  A  se  déplace,  le  sens  de  rotation 
reste  évidemment  toujours  le  même,  et  deux  cas  peuvent  se  pré- 
senter quand  A  revient  à  son  point  de  départ  :  la  demi-normale 
revient  toujours  à  sa  position  initiale,  c'est  le  cas  des  surfaces 
simples;  ou  bien,  par  un  chemin  convenable,  elle  coïncide  au 
retour  avec  la  demi-normale  opposée,  et  la  surface  est  alors  une 
surface  double. 

Le  point  de  vue  auquel  nous  venons  de  nous  placer  en  dernier 
lieu  peut  d'ailleurs  être  généralisé  pour  une  variété  d'ordre  n  —  \ 
dans  un  espace  d'ordre  n.  On  peut,  comme  au  Ghap.  l,  n"  6,  définir 
la  normale  à  la  variété  S„„,  et,  sur  cette  normale,  considérer  deux 
demi-directions;  l'espace  S„_,  est  simple  si,  partant  d'une  demi- 
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normale  drlerminéc  en  A,  on  revient  toujours  au  même  point  avec 
la  nit'mc  direction  de  normale;  elle  sera  douljle  dans  le  cas  con- 
I ra  i  re . 

7.  Faisons  encore  (iiicl(|ues  remarques.  Toute  variété  V,  définie 
comme  au  n"  2,  c'est-à-dir<'  par  un  certain  nomlire  d'égalités  et 
d'inég;idit<''s,  est  toujours  simple.  Cela  résulte  de  ce  que  les  difTc- 
rents  déterminants  fonclionnels  sont  en  cliaque  point  déterminés 
en  grandeur  et  en  signe,  |ii>iir\u  qu'on  ne  change  pas  l'ordre  dans 
le(|uel  sont  écrites  les  équations. 

Toute  variété  fevnu'-c  V  d'ordre  n  —  i,  dans  l'espace  g<-néral 
(xi,  .To,  ....  .r„)  à  /)  dimensions,  est  toujours  une  variété  simple. 
Toul  d'aljord,  celle  varléh'  |)artagera  l'espace  en  deux  parties  non 
connexes;  il  en  est  é\idemment  ainsi  si  h  =  a,  et  il  suffira,  par 
suite,  de  faire  voir  que  1  on  peut  passer  de  n  —  i  à  «.  Or,  en  fai- 
sant 

r,=  C, 

nous  découpons  dans  V  une  certaine  variété  fermée  à  «  —  2  di- 
mensions. L'espare  à  /?  -  i  dimensions  (j"|.  ...,.r„),  en  donnant 
à  Xy  la  valeur  C.  est  alors  partagé  en  deux  parties  non  connexes; 
et,  eu  faisant  varier  C,  ^e^pace  S„  se  trouve  partagé  par  \  en 
deux  parties  telles  ipie  l'on  ne  peut  aller  de  l'une  à  l'autre  sans 
traverser  Y. 

Toute  courlie  à  uni-  illmension  est  simple. 

Il  est  entendu  e.rpressénwnt  que  toutes  les  variétés  eonsi- 
(lérées  par  la  suite  sont  des  variétés  simples.  On  pourrait  d'ail- 
leurs montrer  (]ue  toute  variélt''  double  esl  la  llmile  (l'une  variéti'- 
simple  dont  les  éléments,  convenablement  associés,  sont  venus 
deux  à  deux  se  confondre,  (^'est  ainsi  qu'on  se  représente  aisément 
la  variété  simple  dont  la  limite  est  la  variété  douille,  rappelée  plus 
liant,  obtenue  avec  un  re<'!anLjli' ;  an  lieu  d'opé'rer  avec  un  rec- 
tangle, il  •suffirait  d'(Hi(''rer  avec  un  rvlindre  ellipli(|ue  très  aplati. 

8.  (^oiisiib'Totis,  dans  un  espace  à  un  iiomliri'  (|iu  leoinjui'  de 
dimensions,  une  variété  K„  à  n  dimensions,  et  soit  \  une  variété 
fermée  d'ordre  m  contenue  dans  !•!„.  Sauf  le  cas  où  m  --  it  —  i, 
on  iiouira  par  cette  \anélé  faire  passer  une  iiilinili'  de  variétés  à 
ni  -\-  I    dimensions    eiitièremi'iit   contenues  dans   !•!„.    l'arini    ces 
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variétés,  il  en  existe  toujours  sur  lesquelles  \  ne  forme  pas  fron- 
tière. C'est  ainsi  que,  par  une  ligne  fermée  plongée  dans  une 
variété  à  trois  dimensions,  on  peut  toujours  imaginer  une  surface 
du  genre  tore  passant  par  cette  ligne  dont  les  dimensions  méri- 
diennes soient  assez  petites  pour  qu'elle  soit  entièrement  contenue 
dans  E3.  Mais  la  circonstance  inverse  pourra  ne  pas  se  présenter, 
c'est-à-dire  qu'il  pourra  ne  pas  exister  de  variété  S,„_,_,  passant 
par  V,  contenue  dans  E„,  sur  laquelle  V  forme  frontière.  Dans 
ce  cas,  cette  variété  ne  pourra  pas,  par  une  déformation  con- 
tinue, se  réduire  à  une  variété  d'ordre  moindre,  et  nous  dirons 
(\\xcl.le  ne  forme  pas  frontière  sur  E„.  Elle  formera,  au  con- 
traire, y/o«<«è/"e5<</'  E«  s'il  existe  une  variété  S,„_^i  contenue  dans 
E„  et  sur  laquelle  elle  forme  frontière. 

Si,  au  lieu  d'une  seule  variété  d'ordre  m  contenue  dans  E„, 
nous  considérons  un  ensemble  de  plusieLU's  variétés,  soient 

V,,    V,,     ...,    V), 

qui,  prises  séparément,  ne  forment  pas  frontière  ;  les  mêmes  remar- 
ques peuvent  être  faites.  Nous  dirons  que  ce  groupe  de  variétés 
forme  ou  ne  forme  pas  frontière  sur  E„  suivant  qu'on  pourra 
ou  ne  pourra  pas  trouver  une  variété  fermée  S„j_,_{  contenue  dans 
E„  et  sur  laquelle  ces  variétés  prises  ensemble  forment  frontière. 
D'après  la  définition  même  des  variétés  formant  frontière,  on 
voit  que  si  un  groupe  de  variétés  V  d'ordre  /»,  qui  peuvent  d'ail- 
leurs se  réduire  à  une,  forme  frontière  sur  une  variété  S,„_,.,  d'ordre 
m -|- I ,  toute  courbe  fermée,  tracée  dans  celte  variété,  devra  les 
couper  en  un  nombre  pair  de  points,  et  que  réciproquement,  si 
elles  ne  forment  pas  frontière,  on  pourra  imaginer  une  courbe 
fermée  les  coupant  en  un  seul  point. 

9.  Adjoignons  maintenant  à  une  variété  simple  S„,  à  m  dimen- 
sions la  courbe  C  dont  nous  avons  précisément  fait  usage  dans 
le  n°  o  pour  définir  ce  genre  de  variété.  Si,  après  avoir  fixé  un  sens 
sur  cette  courbe,  on  prend  le  sens  contraire,  on  distinguera  la 
variété  S„,  prise  avec  un  certain  sens  de  la  variété  S„,  prise  avec 
le  sens  contraire  en  disant  que  ce  sont  deux  l'ariétés  opposées 
ou  de  sens  contraire.  C'est  ainsi  que  dans  l'espace  à  trois  di- 
mensions on  distingue  deux  côtés  différents  sur  une  surface. 
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Si  deux  vrtiiéli's  siiiijdcs  fermées  S,„  el  Sj„  fornienl  fronlièrc 
sur  une  variété  S,„^( ,  on  pourr;i,  a|)rrs  av()iralliil)ué  un  sens  à  S,„. 
<i('fornier  celle  variélé  d'une  manière  continue  de  manière  (|ue 
lune  de  ses  parties  vienne  à  coïncider  avec  une  partie  de  S^„.  On 
pourra  ainsi  fixer  le  sens  qui  devra  être  attribué  à  cette  seconde 
variété,  lequel  devra  être  opposé  au  premier,  en  sorte  que  les  élé- 
ments linéaires  qui  \iennent  à  se  superposer  se  détruisent.  On 
comprend  ainsi  f|u'on  puisse  dire  que,  si  les  variétés  S„,  et  S„, 
forment  frontière  sur  S„,^,,  la  variété  S,„  et  la  variélé  opposée  à 
S^„  ne  forment  |)as  frontière. 

10.  Donnons  encore  une  (h'Iiniliiui.  P:ir  xariélé  voisine  de  S,,,, 
nous  entendons  une  variélé  ildiil  les  ('iinalrous  cl  inégalités  de 
(iéliiiilion  diffèrent  infiniment  peu  de  celles  qui  sonl  relatives  à 
S„,.  Daprès  ce  que  nous  venons  de  dire,  une  \ariélé  S,„  el  une 
variété  voisine  opposée  à  S,„  forment  la  frontière  d'une  variélé 
Sm+i  très  petite  et  qu'on  peut  réduire  à  zéro.  Dans  ce  qui  suit, 
nous  considérerons  comme  identiquement  nul  l'ensemble  de  deux 
variétés  voisines  opposées,  el  quand  nous  parlerons  de  />"  variétés 
très  voisines  d'une  viirii'ic  S,,,,  nous  sous-enlendrons  toujours  que 
ces  variétés  sonl  de  même  sens,  ou  (pie  /,■  est  l'excès  du  nombre 
des  variétés  prises  dans  un  sens  sur  le  nombre  des  variétés  prises 
en  sens  contraire. 


II.  —  Des  dififérents  ordres  de  connexion  dans  les  espaces 
à  /'  dimensions. 

\\.  Ces  préliminaires  étant  jiDsés,  nous  ])ouvons  définir  d'une 
manière  générale  les  nombies  (pii  rcprésenleni  les  ordres  de  con- 
nexion d'une  variété  E„  à  i)  dimensions  jiar  ra])port  aux  variétés 
S,„  d'ordre  moindre  qui  y  sonl  eoiilemies.  iNous  désignerons  ces 
nomiires  sous  le  nom  de  nombres  de  Riemann  el  de  lîelli. 

Supposons  que  dans  la  variété  E„  on  puisse  trouver />,„— i 
variétés  fermées  S,„  d'ordre //(,  soieni 

V„    V„     ...,     V,,„^, 
jouissant  des   propriétés  suivantes  :   jiriscs  sépnn'menl,   elles   ne 
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forment  pas  frontière,  et,  par  une  déformation  conlinue,  elles  ne 
peuvent  se  réduire  l'une  à  l'autre;  de  plus  par  k,  variétés  voisines 
de  V|,  par  /.:>  variétés  voisines  de  Vo,  . . .,  par  Ap„,_i  variétés  voi- 
sines de  V.,^^_,,  on  ne  peut  pas  faire  passer  une  variété  S„,+i 
complètement  contenue  dans  E„,  dont  ces  Â'i  +  Ao +. . .+ A'p^__i 
variulés  formeraient  une  frontière  complète,  et  cela  quels  que 
soient  les  entiers  /. , ,  /.o,  .  . .,  /i',,,„_(  •  Par  /»■  variétés  voisines  de  V, 
i!  est  d'ailleurs  bien  entendu  (pi'il  s'agit  de  k  variétés  de  même  sens. 
Cela  étant,  nous  dirons  que  Tordre  de  connexion  de  E„,  par 
rapport  aux  variétés  à  m  dimensions  contenues  dans  celte  variété, 
eslpnt  si,  ayant  trouvé  lcs/>„,  —  i  variétés  précédentes  dont  l'en- 
semble ne  forme  pas  une  frontière  complète  dans  le  sens  général 
fuie  nous  venons  de  définir,  on  peut  toujours,  en  leur  adjoignant 
uneyj,,,'"'"'  variété  fermée  quelconque  d'ordre  m,  soit  V,  contenue 
dans  E„,  déterminer  les  entiers  /«■  de  manière  que  l'ensemble 
formé  par  cette  variété  seule,  et  par  /,■,  variétés  voisines  de  V|, 
|)ar  /.'o  variétés  voisines  de  V2,  .  ■  -,  par  /..,_^__i  variétés  voisines  de 
V.,_„,,  forme  une  frontière  complète.  Les  entiers  A'  peuvent  d'ail- 
leurs être  nuls,  ce  qui  voudra  dire  que  la  variété  V  prise  isolément 
forme  frontière. 

12.  Celte  définition  est  justifiée  par  le  lemme  suivant  :  Si,  dans 
«ne  variété  E„,  un  système  A,  conjointement  avec  un  autre  sys- 
tème C,  composés  tous  deux  de  variétés  fermées  à  m  dimensions, 
forme  une  frontière  complète,  et  si  un  autre  système  B  de  va- 
riétés fermées  à  m  dimensions  forme  a\ec  C  une  frontière  com- 
plète, on  peut  affirmer  que  l'ensemble  des  variétés  non  com- 
munes à  A  et  B  forme  une  frontière  complète  dans  E„,  c'est-à-dire 
qu'il  existe  une  variété  d'ordre  m  +  i  contenue  dans  E„  sur 
laquelle  cet  ensemble  forme  frontière. 

Soient  Sm^i  etS)„^,  deux  variétés  à  w;  -+-  1  dimensions  conlenucs 
dans  E„  sur  lesquelles  A  et  C  d'une  part,  Bet  G  d'autre  part,  forment 
respectivement  frontière.  Joignons  un  point  de  S,„+|  à  un  point  de 
■^«i+i  P^*"  ^'^^  ligne  continue  et  envisageons  une  variété  d'ordre  i/i 
suffisamment  petite  se  déplaçant  le  long  de  cette  ligne;  elle  engen- 
drera une  variété  d'ordre  m  -+-  i,  qui  réunira  d'une  manière  con- 
linue les  deux  variétés  Sm+i,  S^,,^,,  de  manière  à  en  former  une 
seule  SJ„^|,  sur  laquelle  A  et  C  d'une  [lart,  B  et  C  d'autre  pari, 
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lorineroiil  froiuicrc  Iai  iK'monslralioii  csl  alors  immédiale;  loule 
couiljo  fermcc  apparlenaiil  à  SJ„^,  coupera  l'enscniblc  des  variétés 
non  communes  à  A  el  15  en  un  noniljre  pair  de  jioinls,  ce  <pii 
sulTilà  établir  le  lemme  énoncé. 

Dans  le  cas  où  les  variétés  du  sjslènic  (^  ne  concourraieni 
pas  tontes  à  former  la  froiilière  des  svstèmes  A,  C.  et  13,  C,  il 
faudrait  adjoindre  aux  \ariélés  non  cuinniunes  à  A  et  B,  celles  des 
variétés  C  qui  ne  sont  jjas  communes  aux  fronlièies  formées  par 
les  systèmes  .'V,  C  el  15,  (-. 

13.  Nous  allons  conclure  de  là  que  si  /  \ariétés  fermées  à  m 
dimensions  A,,  A^,  ....  A,  ne  peuvent  pas  former  seules,  mais 
forment  avec  toute  autre  variété  fermée  à  ni  dimensions  une  fron- 
tière dans  E„,  et  si  un  aulic  sjstènie  de  /'  variétés  fermées  à  i)i 
dimensions  B,,  lîo,  ...,  B, ,  jouit  de  la  même  pro|)riété,  on  aura 
nécessairement  /  =  /'. 

Soit  V  une  variété  fermée  quelcon(|uc  à  ni  dimensions;  dési- 
i;nons  parle  symbole  /.A,  l'ensemble  de  /.'  variétés  voisines  de  A  : 
on  peut  déterminer  les  entiers  A  de  manière  que  l'ensemble 
formé  |)ar  la  variété  \' et  par  les  variétés  /.,  A,,  /.oA^,  ...,  /.vA, 
forme  frontière.  Remarquons  d'abord  que  les  entiers  /,  sont  bien 
déterminés,  car,  autrement  comme  la  variété  V  et  la  variété  op- 
posée à  V  prises  ensemble  formenl  frontière,  on  en  conclurait 
ipi'dM  poinrail  foiiner  avec  les  A  seuls  une  frontière  complète. 
iJ'aulrc  part,  on  peut,  par  hypothèse,  déterminer  les  entiers  /.  de 
manière  que  chacun  des  l'  ensembles 

/\Â,,     /^Uo,     ...,     A/V,,     lî/        (/  =  i,v!,3,  ...,<■) 
l'orme  frontière,  el  déterminer  les  entiers  A  de  manière  que  l'en- 
semble 

).,lî,,     ÀoB,,     ....     ),,1!,,     V 

l'orinc  frontière.  Or,  on  peut  subsliluei-  à  A,  H,  I  eiisenilile 

),;A;A,,     ).,^U2,     ...,     >w^;A,        (j  =  i, 2,3,  ...,<■). 
On  voit  de  siiile  que  cela  exige  qu'on  ail  entre  les  entiers  /•  et  A  les 

t  équations 

À, /l^-).,/.î-f-...-^- )„■/.';=  A-,, 


).,  x;-- /.a;  ■+-... -.-).,.'V;=A„ 
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d'où  l'on  conclut,  puisque  la  variété  V  est  arbitraire,  l'inégalité 
/'S/.  On  verrait  de  même,  en  parlant  des  B,  que  t'£l'.  On  en 
conclut  {|ue  t  est  égal  à  t' .  Nous  \ovons  donc  que  le  nombre  /)„,, 
qui  figure  dans  la  définition  donnée  ci-dessus,  ne  dépend  pas  du 
choix  particulier  du  système  des  variétés  d'ordre  m  envisagées. 
Comme  conséquence  des  théorèmes  précédents,  nous  pouvons 
dire  d'une  manière  générale  que  si  V, ,  \  o,  .  . . ,  V,,^^  désignent  /j,„ 
variétés  fermées,  dans  une  variété  E„  dont  l'ordre  de  connexion 
par  rapport  aux  variétés  à  m  dimensions  eslp,,,,  on  pourra  trouver 
/>„i  nombres  entiers  /. , ,  /..,,  .  ..,  /,'  ^^  tels  que  l'ensemble  formé  par 
les  variétés  / 1  ^  ,,  /loV^,  ....  /i'/)„,  \ /j„,  forme  frontière. 

14.  Indupions  quelipies  exemples  ipii  feront  Inen  comprendre 
les  définitions  générales  que  nous  venons  de  donner.  Le  cas  le 
plus  simple  que  l'on  puisse  citer  est  celui  d'une  vari('té  à  deux 
dimensions  dans  l'espace  à  deux  dimensions;  on  a  alors  un  espace 
pian  limité  par  un  certain  nombre  de  courbes,  une  courbe  exté- 
rieure C  et  des  courbes  intérieures  C, ,  C2,  . . .,  Cp'.  il  est  clair  que 
que  l'on  peut  tracer  dans  cet  espace /;  courbes  fermées  ne  formant 
pas  la  limite  complète  d'une  variété  à  deux  dimensions  entière- 
ment comprise  dans  resjjace  considéré  :  il  siiKit  de  tracer  ji 
courbes  Fi,  Fo,  .  ..,  F^,  autour  des  courbes  C,,  .  .  .,  Cp  respective- 
ment. Au  contraire,  toute  autre  courbe  fermée,  soit  seule,  soit 
avec  toutes  les  courbes  F  ou  quelques-unes  d'entre  elles,  limitera 
nn  espace  à  deux  dimensions  entièrement  contenu  dans  notre 
espace.  On  aura  donc 

y,,  —  I  =/,. 

L'ordre  de  connexion  sera  donc  ici  p  -t-  i  . 

Prenons  maintenant  le  cas  d'une  surface  Eo  et,  jjour  plus  de 
simplicité,  supposons-la  placée  dans  l'espace  à  trois  dimensions  ; 
considérons  d'ailleurs  seulement  le  cas  où  cette  surface  est  fermée. 
On  sait  le  rôle  que  jouent  les  surfaces  fermées  dans  la  théorie  des 
fonctions  algébriques  dune  variable;  supposons  que  la  surface 
envisagée  ailp  trous.  Quel  sera  le  nombre  p,  correspondant  à  la 
connexité  pour»?  =  i?  On  pourra  tracer  2p  courbes,  une  à  tra- 
vers chaque  trou  et  une  autour  de  chaque  trou,  qui  ne  limiteront 
aucune  portion   de  la  surface,   mais  toute   autre  courbe  fermée, 
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soit  seule,  soil  avec  les  'tp  coiirljes  [jri'céileiilfs  ou  une  jjarlie 
(l'enlre  elles,  limitera  uue  portion  de  la  surface.  On  aura  donc 

L'ordre  de  connexion  sera  donc  -.ip  +  i . 

Passons  à  des  variétés  Ej.  L'espace  compris  entre  deux  sphères 
dans  l'espace  à  trois  dimensions  formera  une  variété  E3  ;  nous 
avons  maintenant  deu\  iiDinljres />,  ei  ]>■..  On  peut  avoir  une  sur- 
face  ne  liniitanl  aiicmic  portKjn   de  E.,,  mais  une  seulement,  cl, 

par  suite 

/'o— 1  =  1,         c'esl-à-dirL'         p,z= -i, 

l'diir  le  nombre  y;  I ,   un  aura 

/>,  —  I  •-=  o, 

car,  pour  toute  courbe  Icrmée  de  notre  espace,  on  peut  faire 
passer  une  variété  à  deux  dimensions,  c'esl-à-dire  une  surface, 
dont  la  couT-bc  soil  la  luiiile  complète. 

vie  considère  encore  la  variété  i'ij  formée  par  les  points  à  linlé- 
ricur  d'un  tore.  Toute  surface  fermée  dans  cet  espace  en  limite 
une  partie,  car  celle  suilace  est  ou  uue  surlacc  fermi'e  ciiiiinic  une 
sphère,  ou  un<'  surface  fermée  comme  un  tore  s'eniboîlanl  dans  le 
premier,  donc/>2=  '•  O'i  ]>eut,  au  contraire,  tracer  une  courbe 
qui  ne  pourra  èlre  la  frontière  complète  d'une  surface  contenue 
dans  E3,  par  exeniplf  la  circonféreDce  lieu  des  centres  des  méri- 
diens, mais  toute  autre  courbe  fermée,  soit  seule,  soit  avec  celle- 
là  formera  la  limite  complète  d'une  variété  à  deux  dimensions;  par 
suite  />,  =  ■'. . 

Ou  verra  enfin  facilement  «pie.  pour  l,i  \  ariélé  Iv,  comprise  entre 
deux  tores,  on  a 

Pi  =  2i        P\  =  3. 

Wi.  Un  point  a  ]iu  ('tuiiiiir  dans  les  di'linitions  générales  du 
n"  11,  c'est  riiilniducl  iDM  dr  /,■  varièli's  voisines  d'une  varii'lé  \  . 
Cette  introduction  est  nécessaire,  car  autrement  on  ne  pourrait 
pas  toujours  faire  passer,  par/>„,  —  1  xarii'-ti's  fcrmi'es  ^' et  par  une 
/>,„"-'""^  variété  fermée  arbitraire,  un  ( mil  luniiin  à  /»  -;- 1  dimen- 
sions satisfaisant  aux  condilions  xoulncs.  l'icudus,  par  exemple, 
l'inti'iieur  d'un    tore,    pour  le(pi(l  /»,  -  -   >.  i>t  concevons  à  l'inté- 


SUR    LA    GÉOMÉTRIE    DE    SITUATION. 


33 


rieur  du  tore  une  courbe  fermée  V  qui  tournerait  deux  fois  autour 
de  l'axe  du  tore;  toute  autre  courbe  fermée  C  à  l'intérieur  du 
tore  s'enroulaiit  une  fois  autour  de  Taxe  forme  avec  Y  la  limite 
complète  d'une  variété  à  deux  dimensions,  entièrement  contenue 
dans  le  tore;  mais  pour  que  ceci  soit  exact,  il  faut  entendre  cette 
phrase  sous  la  forme  généralisée  du  n"  10,  c'est-à-dire  qu'il  y  aura 
une  surface  avant  pour  liniile  complète  F  et  deux  courbes  (ici 
A"  :^  2)  voisines  de  la  courbe  C. 

Soit  une  courbe  F  qui  s'enroule  deux  fois,  sans  former  nœuil, 
autour  de  XY.  On  |ieul   imaginer,   passant  par  cette  courbe,  un 


Fis 


tore  creux  d'axe  X\  ayant  un  tiou  A,  ou  plus  exactement  deux 
tores  intérieurs  l'un  à  l'autre,  dans  la  suiface  de  chacun  desquels 
on  a  découpé  un  trou  dont  les  contours  sont  reliés  respecti\emenl 
par  une  surface  cylindrique.  La  courbe  F,  en  s'enroulant  deux  fois, 
passe  de  l'intérieur  à  l'extérieur  de  cette  surface  2  par  le  trou  A. 
sans  se  couper.  Celte  courbe  seule  ne  forme  pas  frontière.  Il  faut 
lui  adjoindre  deux  courbes  telles  c[ue  C,  et  C^  tournant  chacune 
une  fois  autour  de  l'axe  du  tore,  et  dont  l'une  est  extérieure  el 
l'autre  intérieure.  On  peut  supposer  ces  deux  courbes  très  \oi- 
sines,  et,  pour  former  l'rontière  avec  F,  elles  doi\ent  être  par- 
courues dans  le  même  sens.  Si  on  les  suppose  o[)posées,  c'est- 
à-dire  parcourues  en  sens  contraire,  il  faut  imaginer,  passant  par 
ces  deux  courbes,  une  surface  fermée  du  genre  splière  ou  du 
genre  tore  sur  laquelle  elles  découperont  une  sorte  de  tronc  de 
cône. 

Le  cas  plus   compliqué   où   la   courbe  s'enroule  deux   fois   en 
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forni.-iiit  nœud  autour  d'un  certain  axe  peut  t  trc  traité  de  la  même 
manière. 

Fig.  4. 


Nous  prendrons  la  même  surface  que  précédommcnl,  formée  des 
surfaces  de  deux  tores  inléricurs,  mais  nous  les  supposerons 
percés  de  trois  trous  A,  B,  C  dont  les  contours  sont  reliés  |iar  une 
surface  cylindrique.  La  figure  montre  suffisamment  comment  est 
disposée  la  courbe  V  sur  cette  surface,  et  les  conclusions  sont  les 
mêmes. 

Comme  dernier  exemple,  considérons  encore  deux  courlies  à 
l'intérieur  d'un  tore,  ces  deux  courbes  se  traversant  l'une  Tautrc. 

Fis.  5. 


On  pourra  faire  passer  par  ces  deux  courbes  une  sorte  de  lore  ï) 
(surface  à  un  Irou)  entièrenieiil  eonleim  dans  le  lore  iiuli.d.  cl 
ces  deux  couibes  limiteront  sur  ii  une  norlion  de  suiface. 


I('.   l\evenons  maiiiloiinnl    :\  l'élude^   f;i'Mu'rale   tles  eonnevions. 
La  eonsidéralicin  îles  intégrales  va  nous  conduire  à  envisager  sous 
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un  nouveau  point  de  vue  toute  cette  théorie.  Supposons  que  la 
variété  E„  soit  située  dans  l'espace  général  à  p  dimensions  [p  ^/i), 
oîi  nous  désignons  les  coordonnées  d'un  point  par  (.r , ,  jto,  . . . ,  Xp)^ 
de  sorte  que  pour  la  variété  E„  il  y  a  p  —  n  relations  entre  les  x. 
Dans  l'espace  général  à  p  dimensions,  considérons  une  inté- 
grale simple 

(0 


où  les  X  sont  des  fonctions  des  quantités  réelles  x,,  X2,  ■■  -,  Xp 
restant  uniformes  et  continues  quand  le  point  (X),  Xo,  ...,  Xp) 
se  déplace  dans  E,,  ;  on  suppose  que  les  conditions  d'intégrabilité 
sont  vérifiées  quand  on  regarde  x„_[.i,  .  ..,  Xp  comme  fonctions  de 
jTi,  X2,  ...,  x,i-  On  a  ainsi  une  intégrale  de  différentielle  totale 
dans  la  variété  E„.  Nous  ne  considérons  que  des  courbes  situées 
dans  celte  variété.  Le  long  d'une  courbe  fermée,  l'intégrale  pré- 
cédente aura,  en  général,  une  valeur  différente  de  zéro  si  la  courbe 
ne  peut  se  réduire  à  un  point  par  une  déformation  continue.  Si 
l'on  considère 

courbes  fermées  ne  pouvant  former  la  frontière  complète  d'une 
variété  à  deux  dimensions  contenue  dans  E„,  il  arrivera,  en  gé- 
néral (pour  une  intégrale  arbitrairement  choisie)  que  les  valeurs 
de  l'intégrale  suivant  ces  courbes  ne  seront  pas  liées  par  une  rela- 
tion homogène  et  linéaire  à  coefficients  entiers.  Au  contraire,  si 
nous  prenons />i  courbes  fermées,  il  existera  une  variété  à  deux 
dimensions  qui  aura  ces  courbes  pour  frontière  complète.  Par 
suite,  en  désignant  paryi,yo,  ...,yp_  les  valeurs  de  l'intégrale 
suivant  ces  courbes,  on  aura 


^rCi-H  k^-[->-^--  ■  +  /.■ 


/'■  i/'i 


les  k  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs.  On  voit  alors  la  signi- 
fication nouvelle  que  prend  le  nombre  /j,  —  i  ;  on  peut  dire  qu'il 
représente  le  nombre  des  périodes  distinctes  de  l'intégrale  (1), 
en  entendant  par  périodes  de  cette  intégrale  sa  valeur  sur 
une  courbe  fermée.  Des  périodes  distinctes  sont,  bien  entendu, 
des  périodes  qui  ne  sont  pas  liées  par  une  relation  homogène  et 
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linéaire  à  cociTicienls  entiers,  el  il  va  de  soi  que  l'inlégrale  (i) 
considérée  n'est  pas  une  intégrale  particulière  mais  une  intégrale 
arljilraircini'Ml  choisie  sous  les  conditions  indiquées. 

Ces  considérations  se  généralisent  facilement  après  ce  que  nous 
avons  vu  dans  la  Section  précédente  sur  les  intégrales  multiples 
dans  les  espaces  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions.  Envisa- 
geons une  intégrale  multiple  d'ordre  /;/. 


/-./■ 


^  Xv,  I.     v„  dxn.  dxoi.  .  .  .  dxoi 


où  a,,  0.21  •••)  °''«  désignent  m  des  nombres  i,  a,  ...,  n.  Quant 
aux  X,  ce  sont  des  fonctions  de  x,,  Xo,  ■  . .,  Xp',  elles  restent  uni- 
formes et  continues  rjiiand  le  |]oiiit  (:r,,  ...,  Xp)  se  déplace  dans 
la  variété  E„.  On  siip|)ose  (|tie  les  conditions  d'inlégrabililé  rela- 
tives à  cette  intégrale  mullipie  d'ordre  m  sont  vérifiées,  quand  on 
regarde  .r„^i,  . . .,  Xp  comme  fonctions  de  x^,  . . .,  x„.  On  a  ainsi 
une  intégrale  multiple  d'ordre  m  dans  l'espace  E„,  intégrale  dont 
la  valeur  ne  change  pas  quand  on  la  prend  suivant  une  variété 
fermée  d'ordre  ;?;,  qu'on  déforme  d'une  manière  continue  sans 
sortir  de  E„.  Si  l'on  considère 

Pm—  I 

variétés  fermées  à  m  dimensions,  ne  pouvant  former  la  frontière 
complète  d'une  variété  à  /«  -j-  i  dimensions  contenue  dans  K„,  il 
arrivera,  en  général,  que  les  valeurs  de  l'intégrale  prises  sur  ces 
variétés  ne  seront  pas  liées  par  une  relation  homogène  el  linéaire 
à  coefficients  entiers.  Au  contraire,  si  nous  prenons/?,,,  variétés 
fermées,  il  existera  une  variété  à  »? -(- i  dimensions  qui  aura  ces 
variétés  pour  frontière  complète.  Par  suite,  en  désignant  par 

Ti'     V2 tp^ 

les  valeurs  de  l'intégrale  suivant  />,„  variétés  fermées  à  i»  tlimen- 
sions,  on  aura 

(3)  /"i  Vi  -^  /'2Ï5-<--  •  •-+-  /•>,„>„,  =  o, 

les  /.■  étant  des  entiers  positifs  ou  ni'galifs. 

En   d('liiiissanl    précédemment  (n"  [))    une    intégrale    ninlliple 
d'ordri'   ///   sur  une  variété  à  m   diinensions,  nous  avons  dit  (pie 
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l'on  pouvait  trouver  deux  quantités  égales  et  de  signe  contraire  ; 
nous  avons  regardé  ces  deux  intégrales  comme  correspondant  à 
des  intégrales  prises  sur  les  deux  côtés  de  la  variété.  En  particu- 
lier, quand  il  s'agit  d'une  variété  d'ordre  m  située  dans  une  variéli'' 
d'ordre  m -\- j ,  on  peut  parler,  pour  cette  variélé  d'ordre  m,  de 
normale  située  dans  la  variélé  d'ordre  m -{- i ,  et  les  deux  direc- 
tions de  celte  normale  correspondent  aux  deux  côtés  de  la  variété 
d  ordre  m  supposée  simple.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe  ici,  les 
variétés  d'ordre  m  sont  des  frontières  de  la  variété  d'ordre  »i  +  i , 
et  l'on  peut  convenir,  pour  fixer  les  idées,  que  les  valeurs  dési- 
gnées par  y  représentent  les  intégrales  correspondant  à  la  normale 
intérieure  à  la  variété  d'ordre  m.  Cela  est  d'ailleurs  sans  aucune 
importance,  car  il  suffirait  de  changer  le  signe  de  l'entier  k  si 
l'on  faisait  une  autre  convention. 

Ainsi,  nous  venons  de  donner  à  l'cnllcr/),,, —  i  une  signification 
nouvelle;  il  représente  le  nombre  des  périodes  distin-ctes  de 
l' intégrale  [Z)  prise  suivant  une  variété  fermée  à  m  dimen- 
sions, et  relativement  à  ce  mot  période  nous  n'aurions  qu'à  ré- 
péter ici  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  pour  les  intégrales 
simples. 

III.  —  Étude  de  quelques  cas  particuliers. 

17.  Indiquons  quelques  exemples  de  multiplicités  fermées.  Re- 
venons d'abord  à  une  surface  fermée  à  un  trou  dans  l'espace  ordi- 
naire ;  soit,  dans  le  plan  (^,  j'),  le  rectangle  R  construit  sur  Ox 
et  Oy  avec  les  côtés  w  et  to'.  Posons 

X=/(:r,j), 
Y  =  <p(.r,j). 
Z  =  iJ;(.T,J'), 

/',  c3,  i  étant  trois  fonctions  réelles  et  continues  de  x  et  j',  et 
admettant  respectivement  pour  x  el  y  les  périodes  w  et  w'.  Il  est 
évident  alors  cju'au  rectangle  R  corres|;)ond  dans  l'espace  (X,  Y,  Z) 
une  certaine  surface  fermée;  on  peut  choisir  les  fonctions/,  ï,  'i, 
de  manière  que  la  surface  ne  se  coupe  pas  elle-même,  et  il  arrivera, 
en  général,  que  la  surface  ne  se  recouvrira  pas  elle-même.  Au  rec- 
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langle  K  correspondra  alors  une  surface  qui  sera  à  un  Irou  coinine 
un  tore. 

Au  lieu  de  faire  correspondre  à  un  lore  un  rectangle,  on  peut 
lui  faire  correspondre  un  ensemble  de  deux  circonférences 

X'\  -+-  a-.;  =  1  .  x'^  -T-  x'„-  =  I . 

L'ensemble  de  ces  deux  courbes  forme  une  variété  fermée  à 
deux  dimensions,  pour  laquelle  on  a  évidemment  />,  =  3.  Toutes 
les  courbes  fermées  tracées  sur  cette  variété  se  ramèneront  à  la 
courbe  obtenue  en  associant  le  ])rcmier  cercle  à  un  j)oinl  du  se- 
cond, et  le  second  à  un  point  du  premier. 

Ceci  nous  conduit  à  considérer  l'ensemble  dune  surface  sphé- 
rique  et  d'une  circonférence 

xi  -\-  xl  -i-  xl  =  \ ,         a"',*  -+-  x'^  =  I . 

On  obtient  ainsi  une  variété  fermée  à  trois  dimensions,  pour 
laquelle />)  et /?2  se  calculent  facilement.  On  peut  avoir  une  courbe 
fermée  en  prenant  un  point  fixe  sur  la  sphère  et  en  lui  associant 
la  circonférence  ;  quel  que  soit  le  point  pris  sur  la  sphère,  on 
aura  des  courbes  équivalentes,  car  on  a  un  continuum  à  deux 
dimensions  formé  par  le  cercle  et  une  ligne  joignant  ces  deu\ 
points,  dont  la  frontière  complète  est  formée  par  les  deux  courbes 
considérées.  Je  dis  que  cette  courbe  est  la  seule  qui  donne  une 
période  différente  de  zéro  ;  il  est  aisé  de  voir  d'abord  qu'elle 
donne  une  période  différente  de  zéro  ;  il  suffit  de  prendre  l'inté- 
grale 


/.O, 


où  0  est  l'angle  polaire  sur  le  cercle,  c'est-à-dire  l'intégrale 

"a;  j  dx\  —  x\  dx\ 


r- 


ilonl  la  valeur  est  égale  à  ait  sur  la  circonférence  ;  on  aura  donc 
une  période  diff'érenle  de  zéro.  Je  dis  qu'elle  est  la  seule.  Conce- 
vons une  ligne  fermée  fpieleon(|ue  sur  le  continuum  ;  si  elle  est 
<iislinrle  de  celle  (pie  nous  venons  de  considérer,  nous  aurons 
pour  une  valeur  de  .*•;,  un  ou  plusieurs  points  île  la  courbe  situés 
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sur  les  cercles 


3?  7       —7—    JU   q        (    U*  ô  . 


Or,  le  premier  de  ces  cercles  peut,  sur  la  sphère  S,  se  réduire 
à  un  point,  et  notre  courbe  se  trouve  donc  ramenée  à  une  courbe 
à  laquelle  correspond  un  point  déterminé  de  la  sphère  et  le 
second  cercle  tout  entier,  ou  seulement  un  point  de  ce  second 
cercle.  On  aura  donc  seulement  une  période  et,  par  suite, 

/),  =  2. 

On  calcule  de  même  p^  ;  on  peut  avoir  une  variété  à  deux  di- 
mensions donnant  une  période,  en  associant  à  un  point  fixe  sur 
le  cercle  la  sphère  tout  entière,  et  l'on  démontre,  de  même  que 
plus  haut,  que  celle  période  est  unique.  On  a 

18.  Prenons  maintenant  un  parallélélipède  P  dans  l'espace 
(r,  y,  3),  d'arêtes  w,  w',  co",  et  soient  /{x,  y,  :•),  <o(x,  y,  z), 
(j;(a;,j)',  z),  -/{x^y,  z)  trois  fonctions  périodiques  par  rapport  à  a; 
avec  la  période  w,  par  rapport  à  y  avec  la  période  w',  et  par  rap- 
port à  z  avec  la  période  10".  En  posant 

Y  =  <f{x,y,  5), 
Z  =  if{x,y,z), 
1  =  y,{x,y,z)- 

on  aura  ainsi,  en  général,  dans  l'espace  (X,  Y,  Z,  T)  une  cer- 
taine multiplicité  M  fermée  à  trois  dimensions  correspondant, 
d'une  manière  uniforme,  à  P.  Il  est  facile  de  trouver  les  nombres/?, 
el  />2  correspondant  à  cette  variété.  Si  l'on  joint  un  point 
d'une  face  de  P  au  point  homologue  de  la  face  opposée,  on  aura 
un  segment  de  droite  auquel  correspond  une  courbe  fermée  dans 
la  multiplicité  M  ;  on  peut  donc,  dans  celle-ci,  tracer  trois  courbes 
fermées  C  auxquelles  correspondront  des  intégrales  distinctes. 
Pour  toute  autre  courbe  fermée,  la  valeur  d'une  intégrale  de  dif- 
férentielle totale  sera  égale  à  la  somme  de  multiples  des  intégrales 
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jiriscs  suivant  les  courbes  C;  on  le  voil  de  suite  en  revenant  au 
])arallélt'{jipède.  Une  courbe  rcrinéc  de  M  sera  représenlée,  par 
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exemple,  par  deux  courbes  IMN  et  AJ'JN',  les  points  M  et.  M'  élanl 
deux  |)oints  homologues  des  faces  ABCD  cl  A'B'C'D',  et  les 
points  N  et  N'  deux  points  homologues  des  faces  AA'CC, 
BB'DD'.  L'intégrale  prise  suivant  la  courbe  considérée  sera  égale 
à  la  somme  des  intégrales  sui\anl  MM'  et  N'N.  Nous  aurons  donc. 
])ar  conséipieul, 

Px  —  I  =^  3        1)11        /5|  =  4. 

Ciicrchons  la  valeur  de  p^;  si  ion  mène  trois  plans  parallèles 
aux  faces  du  |)arallclé|)i|iè(lc,  aux  trois  parallélogrammes  ainsi 
obtenus  correspondront  dans  M  des  niuili|)licilés  fermées  à  deux 
dimensions.  Ces  trois  mulli|dieilés  ne  limiteront  aucune  portion 


de  M,  comme  on  le  miIi  iIc  ^uiir  cl,  d'aulrc  pari,  toiilf  aulre  va- 
riété fermée  à  deux  dimensions  se  ramènera,  par  une  déformation 
continue,  à  une  somme  de  multiples  des  trois  variétés  précédentes. 
Il  sufllra  déconsidérer  la  variété  à  deux  dimensions  correspondant 
à  la  ligure  ci-dessus,  correspondanl  aux  deux  |iorlions  mnpq 
et  m' II' p' q'  \  on  aura,  comme  valiur  de  l'iiilégrale,  la  somme  des 
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intégrales  correspondant  aux  faces  AA.'J3D'  et  ABCD.  Par  suite, 
on  a 

Pi  =  4- 

19.  Donnons  maintenant  des  exemples  relatifs  à  des  variétés 
fermées  à  quatre  dimensions.  Considérons  la  variété  fermée  à 
quatre  dimensions  E,  définie  par  les  deux  équations 

(S)  x\+xl-^xl=i, 

(S')  x'^  +  x',^-^x'^=\. 

Chaque  point  do  cette  \ariété  peut  être  considéré  comme  ohlenu 
en  associant  un  point  AI  de  la  sphère  (S")  à  un  point  M'  de  la 
sphère  (S').  Proposons-nous  de  trouver  les  nombres /),,  ^)o, /j^ 
correspondant  à  cette  variété. 

Il  est  immédiat  que  Ton  aura  pt  —  i  =  o.  Car  une  variété 
fermée  à  une  dimension  s'obtient,  soit  en  associant  un  point  de 
l'une  des  sphères  à  une  courbe  fermée  tracée  sur  l'autre,  soit  en 
associant  point  par  point  deux  courbes  fermées  tracées  respective- 
ment sur  ces  deux  surfaces.  Dans  tous  les  cas  celte  variété  peut 
être  réduite  à  un  point. 

Ou  voit  aussi  facilement  (|ue  p^=  i .  En  effel,  on  peut  d'abord 
obtenir  une  variété  à  trois  dimensions  en  associant  à  chacun  des 
points  d'une  courbe  fermée  tracée  sur  (S)  la  sphère  (S')  tout  en- 
tière, et  cette  variété  peut  être  réduite  à  zéro.  Plus  généralement, 
à  un  point  (M,  a,'i,  x-,,  x-j)  d'une  \ariété  à  trois  dimensions  appar- 
tenant à  (S)  correspondra  sur  (S')  une  courbe  fermée  C,  et  quand 
le  point  M  décrira  une  courbe  fermée  sur  S,  la  courbe  C  après 
s'être  déformée  reviendra  à  son  point  de  départ,  en  engendrant 
sur  la  sphère  une  portion  de  surface  se  recouvrant  elle-même,  et 
qui,  par  suite,  est  encore  réductible  à  zéro. 

La  détermination  de  />o  est  un  |ieu  moins  immédiate.  Si  l'on 
prend  un  jioint  M'  de  S'  et  qu'on  lui  associe  la  sphère  S,  on  aura 
un  conlinuum  fermé  à  deux  dimensions,  contenu  dans  E,  ;  en 
prenant  un  point  M  de  S  et  en  lui  associant  la  sphère  S',  on  aura 
un  second  conlinuum  fermé.  Je  dis  que  par  ces  deux  conlinuums 
on  ne  peut  faire  passer  une  variété  à  trois  dimensions  ayant  ces 
continuums  j)our  frontière  complète;  il  suffit,  pour  s'en  assurer, 
de  montrer  que  pour  certaines  intégrales  doubles  dans  E,,  rem- 
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plissant  les  conditions  d'intégrabiiité,  les  valeurs  sont  linéairement 
indépendantes.  Prenons  à  cet  effel  rinlégrale 

J J  ,/,—x\-xi^  j  J  </i-x\^-x'y 

oix  \  est  une  constante  arbitraire,  pour  la(picllc  la  condition  d'in- 
tégrabiiité est  vérifiée.  Sa  valeur  prise  sur  S  est  égale  à  ^r.; 
prise  sur  S',  sa  valeur  est  ^\-.  Si  l'on  prend  pour  \  un  nombre  in- 
commensurable, on  n'aura  pas  de  relation  linéaire  et  bomogène 
à  coefficients  entiers  entre  ces  deux  valeurs,  et  par  stiile  />,  —  i 
sera  au  moins  égal  à  deux. 

On  pourrait  encore  raisonner  de  la  manière  suivante  :  Considé- 
rons une  courbe  fermée  appartenant  à  une  variété  E3  contenant 
les  deux  variétés  précédentes.  Si  elle  les  rencontre  elle  devra 
passer  par  le  point  (M,  M'),  et  l'on  peut  toujours  faire  en  sorte 
qu'elle  n'ait  avec  ces  deux  variétés  que  ce  point  commun.  Donc 
ces  deux  variétés  ne  forment  pas  frontière  sur  E3,  et  p>~~  '  est 
au  moins  égal  à  deux. 

Pour  montrer  que /Jo — '  ^  eirectivemenl  la  valeur  deux,  il 
suffit  de  remarquer  que  toute  variété  fermée  à  deux  dimensions 
contenue  dans  E...  est  déterminée  soit  jiar  un  |)olnl  de  S  el  une 
surface  fermée  appartenant  à  S',  qui  ne  peut  être  (pic  S'  ou  une 
j>ortion  de  surface  se  recouvrant  elle-même  ;  soit  par  une  courbe 
fermée  contenue  dans  S  à  cliaque  point  de  laquelle  on  associe  une 
courbe  fermée  fixe  ou  variable  tracée  sur  S'.  Dans  l'un  ou  l'autre 
cas  celte  variété,  si  clic  ne  se  réduit  pas  à  l'une  des  variétés  con- 
sidérées précédemment,  se  réduit  à  zéro.  Nous  n'avons  donc  que 
deux  variétés  distinctes  à  deux  dimensions,  el  par  suite 

Pi^  3. 

20.  Un  autre  exemple  très  intéressant  de  \  aiiété  fermée  à  ipialre 
dimensions  sera  obtenu  en  considérant  un  |)arallélépipède  dans 
l'espace  (ic, ,  ^r-j,  0:3,  :r.i).  Soil  donc  le  parallélépipède  con?lruilsur 
les  quatre  axes  0.ri,  O.Co.  Ox-t,  Ox,  avec  les  longueurs  c.i,,  to-,. 
0)3,  w,;  à  ce  parallélépipède  corres])ond  une  variété  fermée  à 
(piatre  dimensions  dans  l'espace  à  cinq  dimensions.  C'est  un 
exemple  analogue  à  ceux   traités  préeédcnimcnt  n'"  17  el    18.  On 
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voit  immédiatement,  par  des  raisonnements  analogues  à  ceux  qui 
ont  été  faits,  que 

/'l=/'3=5. 

la  généralisation  se  faisant  d'elle-même.  Le  calcul  de  p^  n'avait 
pas  son  analogue  dans  les  exemples  précédents.  Je  dis  c[ue  nous 
pouvons  trouver  au  moins  six  continuums  fermés  à  deux  dimen- 
sions donnant  des  périodes  distinctes;  considérons  en  effet  dans 
l'espace  (x, ,  œ-^,  X3,  x,,)  l'intégrale  double 


f-L 


kik  dxi  dxi.. 


les  A  étant  des  constantes  :  la  condition  d'intégrabilité  sera  vé- 
rifiée dans  ces  conditions.  Or,  considérons  le  continuum  fermé 
correspondant  à  ^3  et  X;,  constants  et  à  Xt  eta;^  variant  respective- 
ment de  o  à  w,  et  de  o  à  lOo.  La  période  correspondante,  est 

Ai2(l)i  to^. 

on  aura  donc  de  cette  façon,  pour  l'intégrale  ci-dessus,  les  six  pé- 
riodes 

A,A. to,- to/,        ( ('.  /.•  =  1 ,  2,  3 ,  4 ) ( iV  />■)• 

Nous  allons  voir  maintenant  qu'il  ne  peut  v  avoir  plus  de  six 
périodes.  Si,  en  effet,  nous  considérons  d'abord  une  variété  fermée 
à  deux  dimensions  pour  laquelle  Xi  soit  constant,  nous  serons 
ramené  au  cas  de  trois  dimensions  et  nous  avons  une  période  équi- 
valente aux  périodes  dans  lesquelles  i  et  k  sont  égaux  à  un  des 
nombres  2,  i^î,  4-  Supposons  que  Xi  ne  soit  pas  constant;  pour 
une  valeur  de  Xi ,  nous  aurons  dans  le  continuum  considéré  à  deux 
dimensions  une  certaine  courbe  fermée  C  que  nous  pouvons  re- 
garder comme  tracée  dans  l'espace  à  trois  dimensions  (x-^^x-i,  Xj,) 
dans  le  parallélépipède  (w^,  W3,  w,,).  Cette  courbe  C  peut  être  dé- 
formée et  remplacée  par  une  somme  de  courbes  correspondant  à 
des  parallèles  aux  arêtes  du  parallélépipède  (wo,  C03,  to^);  on  devra 
ensuite  faire  varier  Xi ,  et,  si  l'on  a  une  période  différente  de  zéro, 
il  faudra  nécessairement  que  x,  varie  entre  o  et  w,,  et  l'on  ne  re- 
trouve que  les  périodes  précédentes.  Par  conséquent 
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21.  Comme  iroisiîmc  exemple  de  variélé  fermée  à  quatre 
dimensions,  considérons  celle  qui  serait  définie  en  associant  un 
|)(p1iiI  il'iinc  surface  (S)  à  p  lious  dans  l'espace  (x,,  x-i,  J*,)  ù  un 
point  d'une  surface  ('S')  à />'  trous  dans  resjiace  (.r',,  x'.,.,  x'.,). 

i\oiis  obtiendrons  toutes  les  variétés  à  une  dimension  en  asso- 
ciant d'abord  à  chaque  point  de  (S)  une  courbe  fermée  de  (S').  Or 
il  existe  sur  celte  dernière  a/j'  courbes  qui  ne  peuvent  se  réduire 
à  zéro,  et  qui,  prises  ensemble,  ne  forment  pas  une  frontière  com- 
plète. En  associant  un  point  de  (S')  à  une  courbe  fermée  de  (S)  on 
trouve  ?./?  nouvelles  courbes  irréductibles  ;  donc  />,  ^a/?  -\-ip'  -\-\. 
D'ailleurs  toute  autre  variété  fermée  qui  ne  se  réduit  pas  à  zéro 
est  une  sommc'des  variétés  précédentes  adeclées  au  besoin  dun 
coefficienl  /?  cnlicr.  Par  suite /),  =  2/? -H  a/j'-i- i . 

Relativement  à  p.^  on  obtient  de  suite  l\pp' -\-  2  variétés  ne  for- 
mant pas  de  frontière  séparément,  à  savoir  d'abord  les  deux  variétés 
obtenues  en  associant  à  un  |)oint  de  (S)  la  surface  (S')  tout  entière 
et  récipi-oqiiement.  On  peut  ensuite  associer  à  chacune  des  ip 
courbes  que  l'on  peut  tracer  sur  S  chacune  des  a/j'  courbes  que 
l'on  peut  tracer  sur  S',  ce  qui  donne  !\pp'  \'Ax\i:\C'i,  et  l'on  en  con- 
clut 

/>2— 1  =^  !/'/>'+ 2 
et  par  suite,  on  a 

Pï--  ipp'-^  3. 

IV.  —  Sur  une  propriété  des  multiplicités  fermées 

Dans  les  variétés  fermées  que  nous  venons  d'étudier,  une  circon- 
stance remarquable  s'est  présentée.  Pour  les  variétés  à  trois  dimen- 
sions que  nous  avons  considérées  on  avait 

Pi^  Pi 

et  pour  les  variétés  à  quatre  dimensions 

Pi  =  P3- 

22.  C'est  là  un  cas  particulier  d'un  théorème  tvénéral  di>nl  l'é- 
noncé est  que  :  Pour  une  varit'lc  fcrnicc,  les  nombres  <le  Helti 
ésrrifemeni  distanis  des  exlrêmes  sont  és;aiix.  Ainsi,  en  dési-^nant 
par  I",„  une  \ariét(''  fermée  d  un  iminlirc  (piclcon(|ue  de  diiiiensions, 
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on  a  d'une  manière  générale 

Pu  ^^^  Pn—in  • 

Nous  allons  démontrer  ce  llicorènic  pour  m  ^i,  mais  faisons 
d'abord  quelques  remarques  générales  relatives  à  lintersectlon  de 
deux  variétés  fermées.  Dans  ce  qui  suit  nous  désignerons  par  le 
symbole  (V,)  un  groupe  de  vaiiétés  d'ordre  i. 

23.  Deux  variétés  fermées  V„_^,  V„_/;  comprises  dans  E„  se 
couperont  en  général  suivant  une  variété  d'ordre  ii  —  h  —  A,  mais 
cet  ordie  pourra  êlre  plus  élevé  si  elles  appartiennent  toutes  deux 
à  une  variété  Vm  comprise  dans  E„. 

On  en  conclut  que,  dans  une  variété  E„,  on  pourra  toujours 
disposer  des  variétés  V,-  et  Va  de  manière  qu'elles  ne  se  coupent 
pas,  si  la  somme  /+  k  est  inférieure  à  n. 

Si  l'on  considère  un  certain  nombre  de  variétés  de  mêmes  di- 
mensions comprises  dans  E„,  soit  V,',,,  V^„,  ...,  on  peut  toujours, 
au  moyen  de  ces  variétés,  en  former  une  seule,  en  les  réunissant 
deux  à  deux  par  une  varii'té  du  même  ordre  dont  toutes  les  dimen- 
sions, sauf  une,  sont  très  petites. 

2i.  Deux  variétés  du  même  ordre  Yl^  et  V^„  compiises  dans  E„ 
(int  en  général  comme  intersection  un  groupe  de  variétés  (V). 
iloul  Tordre  est  au  plus  égal  à  m  —  i .  Ce  groupe  formera  frontière 
si  les  deux  variétés  V^j  et  V^„  appartiennent  à  une  même  variété 
^V;h+i  sur  laquelle  l'une  d'elles,  soit  V^„,  forme  frontière  :  en 
elfet  toute  courbe  fermée  appartenant  à  W,„^)  et  en  particulier 
à  V^„  doit  couper  V^,  et  par  suile  (V)  en  un  nombre  pair  de 
points.  Ainsi,  lorsqu'une  variété  Vm  ne  forme  pas  frontière  dans  E„, 
elle  ne  peut  ètie  considérée  comme  l'intersection  unique  de  deux 
variétés  fermées  formant  frontière,  comprises  dans  E„  :  elle  ne  peut 
êlre  que  l'intersection  unique  de  deux  variétés  ne  formant  pas 
fionlière. 

Nous  admettrons  que,  dans  une  variété  E^,  on  puisse  toujours, 
en  vertu  de  la  continuité  et  de  la  connexion  linéaire,  consi- 
dérer une  variété  V|  comme  l'intersection  commune  unique  de 
n  —  1  variétés  V„_|  contenues  dans  E„.  C'est  ainsi  que,  dans 
l'espace  à  trois  dimensions,  on  peut  toujours,  en  général,  par  une 
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couil)C  faire  passer  deux  surfaces  qui  ne  se  coupent  que  suivant 
celte  courbe. 

D'une  manière  générale,  on  peut  toujours  supposer  qu'une 
variété  V,-  est  l'inlersçction  commune  unique  de  n — Jt-i+i 
variétés  V«_,  comprises  dans  E„.  En  effet  si,  par  la  variété  V,,  on 
suppose  menées  k  variétés  V,,.,-,  elles  se  couperont,  en  général, 
suivant  une  variété  d'ordre  n  —  ki;  on  pourra  faire  en  sorte 
qu'elles  ne  se  coupent  que  suivant  V,  si  n  —  ki<C.i,  c'est-à-dire 

SI  A"  >  — ;—  •  Ur,  on  a  /(  — ■  22  -H  i  >  — : — ,  du  moment  que  i  est 


moindre  que 


25.  Considérons  encore  une  variété  ^  (  qui,  comme  nous  ve- 
nons de  le  dire,  peut  être  considérée  comme  l'intersection  com- 
mune de  «  —  I  variétés  V„_|.  Je  dis  que,  si  toutes  ces  variétés 
forment  frontière,   la  variété  V(  formera  frontière.   Soient 

vi  \'2  V"-' 

nos  n — 1  xariélés,  et  envisageons  les  intersections  de  la  pre- 
mière de  ces  variétés  avec  toutes  les  autres.  Nous  obtiendrons 
ainsi  n  —  a  groupes  de  variétés  V„_j,  qui  n'auront  en  commun 
que  la  variété  Vi,  et  chacun  d'eux  formera  frontière  sur  !•"„.  Va\ 
continuant  ainsi  de  proche  on  voit  que,  linalcincnl.  \  ,  pourra 
être  considéré  comme  rintcrscction  commune  de  deux  groupes  de 

variétés  ^^l, 

(Vn,    (V?), 

qui  forment  respectivement  rronlièrc  sur  E„.  iJailicurs,  une  des 
variétés  V.'  ne  peut  avoir  en  commun,  avec  le  groupe  des  autres 
(Vi;)  cpie  la  variété  Vf  ;  donc,  toute  courbe  fermt-e  tracée  sur  \"^ 
doit  couper  (Vi;)  et,  par  suite,  \  ,.  on  un  iiomiiro  pair  de  points, 
et  la  proposition  est  ('tahlic. 

Au  lieu  d'une  seule  variété  \  i,  on  .Turail  pu  considérer  un 
groupe  de  ces  variétés,  et  la  conclusion  est  encore  la  même. 

Plus   généralement,    si    l'on    envisage    un   groupe  de    variétés 

\i{i  =  -  )  comme  l'intersection  commune  à  «  —  2i -j-i   variétés 
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on  démontre,  sans  changer  en  rien  du  raisonnement  précédent, 
que,  si  toutes  ces  variétés  forment  frontière,  le  groupe  des 
variétés  Vj  formera  frontière. 

La  conclusion  finale  de  celle  proposition  est  que,  si  un  groupe 
de  variétés  V,-  ne  forme  pas  frontière,  l' une  au  moins  des 
variétés  Y,i^i  f/i'i  le  contient  ne  forme  pas  frontière. 

26.  Ces  préliminaires  étant  posés,  proposons-nous  de  démon- 
trer l'égalité 

P\  =Pn-l- 

Il  est  d'abord  très  facile  de  voir  qu'entre /?,  cl  p„_,  existe  la  rela- 
tion 

Piàp,i-i- 

Considérons,  en  efTet,  les  /?„_,  —  i  =  X  variétés  d'ordre  /i  —  i, 

'  n- 1 1       *  «—1 >       ' •  ■  .       »  n~ï î 

qui  ne  forment  pas  frontière  sur  E„.  On  pourra  passer,  par  une 
courbe  continue  C',  d'un  poinl  situé  d'un  côté  de  la  variété  V'^_, 
à  lin  point  situé  de  l'autre  côté,  sans  rencontrer  aucune  des 
autres  variétés  V«_|.  Soient 

c>,   c\   ...,  ex 

les  À  courbes  que  l'on  peut  ainsi  tracer  pour  chacune  des  X  va- 
riétés V„_i.  Par  les  courbes  C,  on  pourra  faire  passer  une  variété 
fermée  à  deux  dimensions,  soit  Vo,  comprise  dans  E„.  Chacune 
des  variétés  V„_i  coupera  cette  surface  suivant  au  moins  une 
courbe,  dont  l'une,  que  je  désigne  par  T'  pour  la  variété  V  _  , 
passe  par  le  point  correspondant.  Il  est  clair  que  F'  ne  rencontre 
C'  qu'en  un  seul  point.  Donc  les  C'  ne  forment  pas  frontière 
sur  Vo,  c'est-à-dire  sur  toute  surface  fermée  qui  les  contient,  et 
par  suite  sur  E^.  On  en  conclut 

Piàp  2-1- 

27.  Nous  allons  montrer  que,  réciproquement,  on  a 

Pn-l=Pl- 
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C'est  lu  conclusion  presque  immcdiale  du  leuiincdu  n°  25.  Soicni 

V|,VÎ.  ...,V^        (X  =/>,-!) 

les /> —  1  variétés  qui  ne  forment  jias  frouln'rc  sur  E„.  Cousidc- 
rons  deux  de  ces  variétés  V]  et  ^  -^.  Par  chacune  d'elles  passe  au 
moins  une  variété  V„_)  (jui  ne  forme  pas  frontière.  Mais,  si  l'on 
considère  le  groupe  des  variétés  \„_i  qui  ont  V[  en  commun,  et 
le  groupe  des  variétés  V„_|  qui  ont  \'^  en  commun,  il  y  aura  au 
moins  deux  de  ces  variétés,  une  dans  chaque  groupe,  qui,  prises 
ensemble,  ne  formeront  pas  frontière,  car,  s'il  en  était  autrement, 
on  pourrait,  au  moyen  des  variétés  des  dcu<  premiers  groupes, 
former  un  troisième  groupe  de  variétés  dont  chaque  élément  for- 
merait frontière,  et  qui  auraient  en  commun  les  deux  variétés  \  , 
cl  \.,  ne  formant  pas  frontière,  ce  qui  est  impossible.  En  conti- 
nuant de  proche  en  proche  le  nicnic  raisonnement,  on  en  conclut 


(juù  l'égalité 


Pn-\  =  Pi- 


Dans  son  Mémoire  sur  V Analysis  sitiis,  (pie  nous  avons  cité 
plus  haul,  M.  l'oincaré  a  donné  une  démonstration  générale  de 
l'égalité />,„  =/';,_«,  (p.  33  à  46).  Sa  démonstration  repose  sur  des 
considérations  enlièremcnt  différentes,  mais  peul-tlrc  plusieurs 
p;)ints  auraient-ils  besoin  d'èlre  complétés.  Aussi,  axons-nous 
sui\i  une  autre  voie,  mais  nous  avons  dû  nous  limiter  au  cas  de 
/n  =  I . 


CHAPITRE  III. 


DES  INTEGRALES  DE  FONCTIONS  RATIONNELLES 
DE  DEUX  VARIABLES  COMPLEXES. 


I.  —  Des  intégrales  doubles  de  fonctions  de  deux  variables  com- 
plexes. Extension  du  théorème  de  Cauchy,  d'après  M.  Poin- 
caré. 

I.  En  désignant  parF(a-,j)')  une  fonction  analytique  de  deux 
variables  complexes  x  et  y^  cherchons  d'abord  ce  que  l'on  doit 
entendre  par  l'intégrale  double 


(>) 


JJF{x,y)dxdy. 


Celte  expression  n'a  en  elle-même  aucun  sens,   mais  il  n'y  a 
aucune  hésitation  à  avoir  sur  la  définition  à  adopter.  Posons 


Xi-^  IX-i,  y  =  X3-i-  IXi 


et  considérons  X|,  X2,  X3,x.',  comme  fonctions  de  deux  paramètres 
u  et  c;  soit  A  une  certaine  aire  dans  le  plan  [u,  c).  L'intégrale 


//' 


^•■'•'■>^,''"'" 


sera,  par  définition,  la  valeur  de  l'intégrale  (i)  étendue  à  la  por- 
tion de  la  surface  de  l'espace  à  quatre  dimensions  (x, ,  x^,  X3,  Xi) 
qui  correspond  à  l'aire  A  du  plan  (?/,  c).  Si  l'on  permute  x  et  y, 
on  aura  une  seconde  intégrale  égale  et  de  signe  contraire;  d'après 
nos  conventions  antérieures  sur  les  intégrales  multiples  des  espaces 
à  un  nombre  quelconque  de  dimensions,  nous  regardons  cette 
seconde  intégrale  comme  étendue  à  l'autre  côté  de  la  surface. 

Mettons  en  évidence  la  partie  réelle  et  la  partie   imaginaire  de 
l'intégrale;  en  remplaçant  x  et'y  par  leurs  valeurs,  et  posant 

F  =  P  +  iQ, 
P.  ET  S.  /■, 
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on  oblicnl 

Nous  avons  donc,  pour  la  partie  réelle  el  pour  le  coeflicienl  de  /. 
les  deux  intégrales  de  surface 

/   /  Vldxxdx^ — dxndxi)  —Çl(dXidx2-h  dxidxi,), 
f  I  Q(c?Xi(/x3 —  dxidx^)  -+-  P(dxidx3-i-  dxidx^), 

intégrales  de  même  forme  que  celles  qui  ont  été  étudiées  au 
Chapitre  l"  (n°  11).  Ceci  étant  bien  compris,  cherchons  avec 
M.  Poincaré  si  l'on  peut  étendre,  à  ces  intégrales  doubles,  le 
ihéorèmo  fondamental  de  Caucliy.  En  d'autres  termes,  l'inté- 
grale double  ci-dessus  reste-t-elle  invariable  quand  on  dé- 
forme la  surface  d'intégration  en  la  faisant  toujours  passer 
par  le  même  contour? 

Nous  allons  voir  que  la  réponse  est  affirmative,  c'est-à-dire  que 
les  conditions  trouvées  au  paragraphe  précédent  sont  vérifiées. 
Prenons  la  première  de  ces  intégrales 

/  j  P{dxi  dx3  —  dx.2 dxi )  —  Q ( dx^ dx^ -+■  dx i  dx^ ) . 

Si  nous  l'écrivons,  comme  plus  haut,  sous  la  forme 

/  /  ^Xadx,dx,;, 


on  doit  poser 

p 

Ai3  =  —  A3i=          - 

p 

Asv  =  —  Ajî  =  —   -; 

A                   V                   *^ 

Ajs  =  —  .V32  =  —  - 

Au  =  — Aj,=—  ;j 

cl  tous  les  autres  A  sonl  nuls. 

Or,  nous  avons  ici  quatre  conditions  à  vérifier,  puisque  quatre 
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est  le  nombre  de  combinaisons  de  quatre   lettres   trois  à  trois. 
Soit  d'abord  la  condition 


elle  se  réduit  à 


dA|5        àXis       dA.31 
dx^  Oxi  dx^ 


dxi        dx-i 


OA,, 

Oxi, 

'     àx, 

dx. 

= 

0. 

- 

dp 

~dx~,^ 

dq 

dx-î 

0, 

et  celte  condition  est  vérifiée  puisque   P  +  jQ  est  une  fonction 
analytique  de  x,  +  ixn.  Prenons  encore 


Elle  se  réduit  à 


condition  qui  est  également  satisfaite.  On  s'assurera  de  la  même 
manière  que  les  deux  conditions  restantes  sont  vérifiées.  Il  en 
est  aussi  de  même  pour  la  seconde  intégrale  :  nous  pouvons  donc 
affirmer  c]ue  le  thcoicmc  de  Cauchy  s'étend  aux  intégrales 
doubles. 

2.  Le  lliéorème  de  M.  Poincaré,  que  nous  venons  d'établir, 
peut,  comme  dans  le  cas  d'une  seule  variajjle,  s'énoncer  sous  une 
autre  forme.  Considérons  dans  l'espace  à  quatre  dimensions 
(j-, ,  JC21  ■^si  •^i )  une  surface  fermée;  une  telle  surface,  par 
exemple,  pourra  être  obtenue  en  prenant 

Xi=Oi{u,v),  (î  =  l,2,  3,  4), 

les  !f  étant  des  fonctions  de  u  et  r,  périodiques  par  rapport  à  u 
et  par  rapport  à  c.  Supposons  que  cette  surface  se  déforme  d'une 
manière  continue  et  puisse  ainsi  être  réduite  à  un  point  ou  à 
une  ligne  de  telle  manière  que,  pour  l'ensemble  des  valeurs  de  x 
et  y  rencontrées  par  la  surface  pendant  celte  délormiUion,  la 
fonction  F  ne  cesse  d'être  bien  déterminée  et  continue.  La  valeur 
de  l'intégrale  ne  changera  pas  pendant  cette  déformation  ;  elle  ne 
pourra  donc  être  que  zéro,  puisque  l'aire  de  la  surface  d'inlégra- 
lion  tend  vers  zéro.  Nous  pouvons  donc  dire  que,  sous  les  condi- 
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lions  indiquées,  l'intégrale  double 

JJ?{x,y)dxdy. 
étendue  ù  une  surface  fermée,  est  nulle. 

II.  —  Des  résidus  des  intégrales  doubles  de  fonctions 
rationnelles  ('). 

3.  Si  une  surface  fermée  no  peut  èlrc  rcduile  à  un  |ioinl  ou  ù 
une  courbe,  par  une  déformalion  conliiiue,  sans  rencontrer  des 
s}'.slèmcs  de  valeurs  de  xel  àç  y,  pour  lesquelles  F (x,j')  devienne 
infinie  ou  indélerminée,  la  valeur  de  Tinlégrale  pourra  être  difle- 
reule  de  zéro  :  on  appelle  alors  celle  valeur  un  résidu  de  l'inté- 
grale double.  Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  nous  bornerons  au  cas 
où  le  continuum  dinlégralion  reste  tout  entier  à  dislance  finie. 

Prenons  d'abord  un  exemple  1res  simple;  soit  l'intégrale 


// 


■'  '  dx  dy, 

xy  •^' 


P(.v,  y)  élanl  une  fonction  bolomorpbe  de  x  et  jk  dans  le  voisi- 
nage de  x=^o,  y=o.  Je  considère  la  surface  définie  par  les 

deux  équations 

.r  =  Re"',        y  =  R'e"', 

les  paramètres  réels  u  et  c  variant  de  o  à  2-  :  c'est  une  surface 
fermée.  La  valeur  de  l'intégrale  sur  celte  surface  est 


dont  la  valeur  est  inanirestemenl 

-4-'P(o,o). 
(Jn  aurall  pu  prendre,  comme  surface  d'intégration,  l'ensemble 

(')  La  notion  de  résidu  des  inlégralcs  doubles  de  funclions  rationnelles  csl 
(lue  à  M.  l'oincaré  (Sur  les  résidus  des  intégrales  doubles,  Acla  malliematica, 
t.  II).  Le  point  de  vue  auquel  nous  nous  plaçons  iri  csl  relui  qui  a  été  adopté 
par  iM.  Picard,  dans  son  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables 
(Journal  de  Mal/iematiijties,  it>Si)),  dans  le  lonie  II  de  son  Traite  d'Analyse 
(p.  î56),  el  dans  le  louic  CWIV  des  Comptes  rendus. 
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de  deux  courbes  fermées  C  et  C'enloiiranl  une  fois  l'origine  dans 
les  plans  respectifs  des  variables  x  et  y.  Le  résultat  aurait  été  le 
même.  Suivant  le  sens  d'intégration  sur  les  deux  courbes  C  et  C, 
on  peut  obtenir  des  résultats  de  signes  différents. 
L'intégrale  double 

nous  donne,  dans  les  mêmes  conditions, 

—  n rnT /         /       P(Re"',  R'e''')e-'"'-""'e-<«-"'''rf!<(/r, 

et,   en   développant  ^[x,y)  suivant  les  puissances  de  x  et  j',  il 
restera  simplement,  comme  valeur  de  l'intégrale, 

()«(  +  «— 2  p 


4^^  / 

{m  —  !)!(«  —  1)!  \c 


4.  Présentons  immédiatement  quelques  considérations   géni- 


rales.  Soit  l'intégrale 


// 


•— — ^  dx  dy, 
ls.{x,y) 


P  et  A  étant  deux  polynômes  en  x  et  j',  réductibles  ou  irréduc- 
tibles. Pour  une  valeur  donnée  à  r,  l'équation  en  x 

Hx,y)  =  o 

a  un  certain  nombre  de  racines.  Traçons  dans  le  plan  de  la  va- 
riable X  un  contour  fermé  C  contenant  à  son  intérieur  un  certain 
nombre  de  racines 

X\^      X2 ,       ....      '^01, 

de  l'équation  précédente.  Quandj'  varie  d'une  manière  continue, 
les  X  varient  d'une  manière  continue;  déformons  en  même  temps 
d'une  manière  continue  le  contour  G  de  manière  que  les  racines 
X,,  X2,  . . .,  Xa.  restent  toujours  à  son  intérieur  et  que  les  racines 
de  l'équation  A,  primitivement  extérieures  à  C,  lui  restent 
toujours  extérieures.  Supposons  que  la  variable  y  décrive  alors 
dans  son  plan  un  contour  fermé  F  tel  que,  quand  elle  revient  au 
point  de  départ,  les  racines  Xi,  Xo,  ..-,  ^r^  reprennent  la  même 
valeur  ou  soient  seulement  permutées  entre  elles,  et  que  le  con- 
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lour  Cj  puisse  à  rairivéc  reprendre  la  même  position  fiu'au  iJéparl. 
Dans  CCS  conditions,  l'ensemble  des  courbes  C,  correspondant 
aux  divers  poinis  de  Y,  peut  être  regardé  comme  formant  un 
conlinuum /('/•/»(,'  à  dcu\  dimensions  dans  l'espace  à  quatre  di- 
mensions. La  fonction  rylionnelle 

reste  finie  pour  tous  les  points  de  celte  surface,  et  la  valeur  cor- 
respondante de  l'intégrale  double  est  en  général  différente  de  zéro. 

5.   Faisons  une  première  application  de  ces  généralités.  Nous 
envisageons  Tinlégrale 


// 


Pi^.y) 


q{x,y)R(x,y) 


dx  dj', 


Q  et  R  étant  deux  polynômes,  et  nous  supposons  que  le  point 
j;  =  o,^  =  o  soit  un  point  simple  de  rencontre  des  deux  courbes 
Q  =  o  et  R  ^  o.  Pour  une  valeur  de  y  voisine  de  zéro,  l'équation 
Q^o  a  une  racine  x,  voisine  de  zéro,  et  l'étpiation  R^o  une 
racine  x-^  voisine  de  zéro,  de  telle  sorie  que 

Q(-ri,7)="'         R(x2,j')=o. 
Prenons  comme  courbe  C  une  courbe  dans  le  plan  des  .r  cnlou- 

iMg  .    S. 


ranl  r,  et  laissant  x-,  à  son  extérieur.  Quand  la  variable  y  décrit 
autour  de  l'origine  une  courbe  fermée  F  suffisamment  petite,  les 
points  .r,  et  x..  reviennent  à  la  fin  à  leui-  position  initiale,  et  si  C, 
en  se  déformant,  reste  suflisauimeiil  inpproclié  de./',,  il  laissera 
toujours  x-2  à  son  extérieur.  On  peut  par  exemple  supposer,  si  l'on 
veut,  que  C  est  un  cercle  de  rayon  assez  petit,  ayant  x,  pour 
centre. 

Clicrchons  la  valeur  de  l'intégnile  itrise  le  long  de  la   surface 
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fermée  correspondant  à  F  et  à  l'ensemble  des  courbes  C.  Laissant 
d'abord  y  constant,  nous  avons  à  prendre,  dans  le  plan  des  x, 
l'intégrale 


X 


p^-'^'-'-)    d.. 


Q(a?,j')R(x,7) 


Il  faut  donc  calculer  le  résidu  par  rapport  à  x,  de  la  fonction 
rationnelle 

Q(a;,^)R(a;,jK)' 

Nous  avons,  pour  valeur  de  cette  première  intégrale, 

et  il  faut  prendre  maintenant  dans  le  plan  desjj' 

2Tt    1 av. 

Au   dénominateur,   R(xi,  y)  est  une  fonction  dey  s'annulant 
pour  )•  =  o.  Or,  le  résidu  pour  j-  =  o  de  la  fonction  sous  le  signe 

d'intégration  est 

P(o,o) 


Or 


d  „,  ,       dR   (/a-i        dR 


On  trouve  donc,  pour  la  valeur  de  l'intégrale, 

P(o,o) 


dQ 

dR     dy 

dR 

dxi    dQ 

'  ày 

dxi 

—  4it^ 


/dR  àq _o^  oQ\ 

\dy   àx        àx  ày  /j—o 


Il  est  aisé  de  vérifier  que  si  l'on  avait  pris  un  contour  G  enve- 
loppant les  deux  racines  ^'i  et  x'o,  la  valeur  de  l'intégrale  aurait 
été  nulle. 

0.    Un  cas  présentant  une  grande  analogie  avec  celui  qui  vient 


56  CHAPITRE    III. 

de  nous  occuper  est  celui  où  l'on  aurait  rinlégrale 


// 


la  courbe  h.{x,y)  =^  o  ajant  un  point  double  à  l'origine.  Nous 
avons  pour_}'  voisin  de  zéro  deux  racines  Xi  et  x^;  nous  considé- 
rons les  mêmes  courbes  que  plus  liaul.  On  a  alors  à  calculer 


27IJ 

''r 


Le  résidu  de  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  est 
Pfo.o) 

Or,  pour _/==  o,  -%-'  satisfait  à  l'équation  du  second  degré 

et  l'on  trouve  alors  de  suite  pour  valeur  de  l'intégrale 

P(o.o) 

Ceci  suppose  que  l'on  n"a  pas  un  point  de  rebroussement.  Dans 
ce  cas,  les  deux  racines  .t,  et  x-^  se  permutent  quand  y  tourne 
autour  de  l'origine,  cl  pour  que  la  surface  considérée  soit  fermée, 
il  laul  quc^'  tourne  deux  fois  autour  de  l'origine.  On  a  alors  à 
prendre  l'intégrale 

:/  r£(^h:Jr.\  dy 


IT.l 


le  long  d'une  courbe  entourant  deux  fois  l'origine,  et  l'intégrale 
est  nécessairement  mille. 

7.  A[)rès  ces  exemples,  revenons  aux  considérations  générales 
du  n°  -i.  Le  cas  le  plus  simple  serait  celui  où  le  contour  G  ne 
toiilicnilrait  (inuiic  seule  laeinc  ./'i  à  son  intérieur:  il  fautlrail 
alors  (|uc  le  contour  1'  du  plan  ilcs^^'  fût  un  evcle  pour  la  racine  ./"i 
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de  l'équalion 

de  telle  sorte  que  .r,  revienne  à  sa  valeur  initiale  quand  j'  décrit  F. 
En  intégrant  d'abord,  en  laissanty  conslant,  nous  avons 

et  l'intégrale  cherchée  est  égale  à 

r   P{:vuy)     . 

Elle  est  donc  égale  à  une  période  cl' une  intégrale  obéUenne 
relative  à  la  courbe  A(x,  y)=o  ou  à  une  de  ses  courbes  com- 
posantes, dans  le  cas  où  A  serait  réductible. 

Soit  maintenant  d'une  manière  générale 


un  ensemble  de  racines  situées  dans  C  et  se  permutant  les  unes 
dans  les  autres  quand  r  décrit  T.  Nous  pouvons  substituer  à  C  un 
certain  nombre  de  courbes  fermées  de  telle  sorte  que  chacune 
d'elles  ne  contienne  que  des  racines  se  perniutanl  circulairement 
les  unes  dans  les  autres,  et  noire  surface  primitive  sera  ainsi  rem- 
placée par  un  certain  nombre  de  surfaces  plus  simples.  Il  suffira 
de  considérer  l'une  d'elles,  et  de  supposer  par  conséquent  que  G' 
ne  renferme  que  X|,  x»,  ...,  x^,  en  admettant  que  celles-ci  se 
permutent  circulairement.  Nous  aurons  comme  valeur  de  l'inté- 


grale 


Or,  d'autre  part,  la  courbe  F  parcourue  [jl  fois  formera  évidem- 
ment un  cjcle  pour  la  racine  a\  ;  formons  alors  l'intégrale 


.  rp( 


■      ly 


(■^.7) 


le  long  du  cycle  ainsi  défini.  La  valeur  de  cette  intégrale  sera 
égale  à  l'expression  (2),  les  différents  termes  de  celte  expression 
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correspondant  aux  difiTûrents  tours  faits  sur  la  courbe  T.  jYoïis 
retroiHons  donc  encore,  comme  plus  liant,  une  période  d'inté- 
grale abéliciine. 

Prenons,  comme  application,  l'intégrale  double 

(3)  ff  '^""^y 

On  formera  l'intégrale  simple 


îTTt    rdy 


X  étant  lié  'a  y  par  la  relation 

x^  —  I  — y^. 

Les  deux  périodes  de  celte  intégrale  elliptique  de  première 
espèce  seront  les  résidus  de  l'inlégrale  double  (3). 

8.  Nous  venons  d'indiquer  une  classe  très  étendue  de  surfaces 
fermées  pour  lesquelles  la  valeur  correspondante  de  l'intégrale 
double  se  ramène  à  une  période,  polaire  ou  cvcliquc,  d'une  inté- 
grale abélienne.  On  peut  se  demander  si  la  valeur  de  l'intégrale 
double  d' une  fraction  rationnelle 


SI 


prise  suivant  une  surface  fermée  arbitraire,  assujettie  seule- 
ment à  ne  pas  rencontrer  le  continuum  défini  par  l'équation 

A(a-,7)=o, 

se  ramènera  à  une  somme  de  multiples  des  valeurs  que  nous 
venons  de  trouver.  La  réponse  est  afiirmalive,  et  c'est  ce  tbéorèmc 
que  nous  allons  établir. 

Si  l'on  pose  x  ^^X\  +  iXi,  y  =yi  +  iyti  toute  surface  à  deux 
dimensions  sera  représentée  ]iar  dciix  relations  entre 

^ii    ^2i    ^'ii    yi- 

Nous  supposons  que  le  champ  d'intégration  ne  corresponde  pas  à 
X  arbitraire,  y  restant  constant,  aiupicl  cas  l'intégrale  serait  nulle. 
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Nous  admettons  aussi  que  le  polynôme  A(,r,  j-)  et  ses  divers  fac- 
teurs irréductibles  (s'il  est  réductible)  contiennent  simultanément 
X  et  j',  comme  on  peut  toujours  le  supposer,  en  ayant  fait  préala- 
blement une  substitution  linéaire. 

Pour  une  valeur  donnée  àj^^o,  l'équation 

A(.r,  j')=o, 
ou,  ce  qui  revient  au  mèuie,  les  deux  équations 

['^(^i7)=  Ai+tAî] 
A2(.a?i,3-2,  JKl,  V2)=  o 

définissent  un  ensemble  de  valeurs  de  .Tj  ,  X2,  Ji  f[ue  l'on  peut 
regarder  comme  représentant  un  certain  nombre  de  courbes 
gauches  %  dans  l'espace  à  trois  dimensions  (.l'i,  .z'2,jKi)-  Chaque 

plan 

_/!  =  consl. 

rencontre  les  courbes  a  en  un  certain  nombre  de  points  toujours 
en  même  nombre,  à  savoir  :  le  nombre  des  racines  de  l'équation 
A(.r,  jk)^o  pour  une  valeur  arbitraire  donnée  à  y.  Sauf  pour 
certaines  valeurs  de  y-i  en  nombre  fini,  l'ensemble  des  courbes  a 
ne  présente  pas  de  points  multiples;  les  valeurs  de  y^^  pour  les- 
quelles cet  ensemble  a  un  point  miilliple,  correspondent  aux  coef- 
ficients de  i  dans  les  valeurs  de  y  pour  lesquelles  l'équation 
A(.r, _;)')=  o  a  une  racine  multiple. 

Ceci  posé,  revenons  à  notre  surface  fermée  S  d'intégration 
conçue  tout  à  fait  d'une  manière  générale.  La  surface  étant  tout 
entière  à  distance  finie,  il  n'y  aura  de  points  de  la  surface  que  pour 
des  valeurs  de  y.^  comprises  entre  deux  certaines  limites  a\  et  «o 
(«1  <rt2).  Quand  y.^  en  croissant  devient  égale  à  a,,  une  courbe 
correspondante  commence  à  paraître  sur  S.  Deux  cas  peuvent  se 
présenter:  ou  bien  celte  courbe  se  réduit  à  un  point,  ou  elle  est  la 
limite  de  deux  courbes  qui  sont  venues  se  confondre;  dans  toute 
autre  hypothèse  la  surface  ne  serait  pas  fermée.  La  courbe  ne  peut 
d'ailleurs,  pour  j-oi^a,,  se  réduire  à  un  point  si  l'on  veut  que 
l'intégrale  soit  différente  de  zéro,  car  pour  j'o  arbitraire  la  courbe 
correspondante,  extension  de  ce  point,  ne  tournerait  pas  autour  des 
courbes  a,  et  l'on  pourrait,  par  une  déformation  continue,  réduire 
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à  zéro,  sans  reiiconlrcr  aucune  singularilé,  une  portion  fermée  de 
la  surface.  Nous  avons  donc  pour  y-,  ^=  a {  une  certaine  courbe, 
enveloppant  qiiel(iues-unes  des  lignes  a;  quand  y^  croît,  cette 
courbe  se  dédouble,  et  l'on  a  ainsi  pour  r.>  arbitraire  des  couples 
de  courbes  cpii,  pendant  la  variation  continue  de  y-,,  ne  peuvent 
disparaître  rpie  deux  par  deux,  en  venant  à  coïncider.  Nous  dési- 
gnerons par  C  une  de  ces  courbes  correspondant  à  une  valeur 
d'ailleurs  quelconque  de  y-,- 

Considérons  alors  une  courbe  C  et  les  lignes  a  qui  correspondent 
à  la  même  valeur  de  yo.  Par  cette  courbe  C  faisons  passer  une  sur- 
face S  avant  C  pour  contour.  Cette  surface  rcncontrcrii  une  ou 
plusieurs  lignes  a;  soient  .M  ces  points  de  rencontre.  Une  défor- 
iiialion  continue  de  C  pernietlra,  en  suppritnanl  des  lignes  par- 
courues deux  fois  en  sens  inverse,  de  la  réduire  à  de  petites 
courbes  entourant  les  points  iM.  On  pourra  ensuite  déplacer  ces 
dernières   courbes  de  manière  qu'elles  soient  chacune  dans  un 

plan 
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toutes  ces  réductions  et  tous  ses  déplaccnicnls  s'cfTecluanl 
d'ailleurs  sans  traverser  les  lignes  a. 

De  cette  façon  nous  avons  remplacé  la  surface  initiale  S  par  un 
certain  nombre  de  surfaces  engendrées  par  une  petite  courbe  située 
dans  un  plan 

r.  =  K, 

K  étant  une  constante,  qui  varie  avecj'j  suivant  une  loi  en  grande 
partie  arbitraire.  Chacune  de  nos  nouvelles  surfaces  rentre  dans  le 
tj|ie  des  surfaces  étudiées  au  numéro  précédent;  l'ensemble  des 
valeurs  de  yn  et  de  y^  donne  sur  le  plan  de  la  variable  y  une 
courbe  fermée,  et  à  cliaiiiir  point  de  cette  courbe  fermée  cor- 
respond une  petite  courbe  dans  li'  |)lan  de  la  \arial)le  .r.  Le  théo- 
rème est  donc  établi. 

On  pourrait  encore  i"('labllr  de  la  manière  sunanle.  Nous 
avons  désigné  jiar  a,  cl  ti-^  les  valeurs  entre  lesquelles  varie  j'o; 
soient  pareillement />,  vl  0>  les  valeurs  entre  lesquelles  varie  y, . 
Quand  >'2  va  en  croissant  de  «,  à  a-,,  chacune  des  courbes  x  en- 
gendi'c  une  portion  île  surface,  el  l'on  a  ainsi  aiilani  île  /unies  de 
surface  cpill  v  a   de  racines.  Ces  lames  ne  se  coupent    pas   et  s« 
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louchent  seulement  aux  points  qui  correspondent  aux  racines 
multiples.  L'intersection  de  celle  portion  de  surface  par  un  plan 
y,  =  K.  se  compose  donc  d'autant  de  portions  de  courbe  [j  qu'il 
y  a  de  racines,  ces  courbes  ne  se  coupant  pas  et  pouvant  seule- 
ment être  tangentes. 

Revenons  maintenant  à  notre  surface  d'intégration.  A  chaque 
valeur  de  y-^  correspondront  une  ou  plusieurs  courbes  fermées  C 
dans  l'espace  a:,,X2-,y{,  et  l'ensemble  de  ces  courbes  déterminera 
une  surface  fermée  S  complètement  comprise  entre  les  plans 
j-,  =  61 ,  j'i  =  èo.  Cette  surface  pourra  couper  une  ou  plusieurs 
des  lames  de  A  définies  précédemment,  mais  elle  ne  pourra  en 
traverser  complètement  aucune.  Envisageons  en  effet  une  courbe 
d'intersection  de  S  avec  une  des  lames  de  A.  Sur  celte  courbe, 
considérée  comme  appartenant  à  A,  y-,  varie  de  a,  à  «2,  et  con- 
sidérée comme  appartenant  à  S,  j'o  varie  entre  des  limites  au  plus 
égales.  Si  donc  l'inlerseclion  était  complète,  il  existerait  au  moins 
sur  la  surface  d'intégration  un  ):)oint  appartenant  à  A. 

La  surface  S  possède  donc  un  certain  nombre  de  trous,  par 
lesquels  passent  une  ou  plusieurs  lames  ou  portions  de  lames 
de  A  et  l'on  conçoit  que  l'on  puisse,  par  une  déformation  continue, 
substituer  à  la  surface  S  une  nouvelle  surface  à  trous,  .tangente 
aux  plans  jv'i  =  6(,  j'i  =  b>,  et  par  lesquels  passeront  entièrement 
une  ou  plusieurs  lames  de  surl'ace  A. 

On  peut  donc  considérer  la  surface  d'intégration  comme  dé- 
finie par  deux  équations  de  la  lormc 

c'est-à-dire  qu'elle  est  située  dans  l'espace  x, ,  x..,  j', ,  j'o  sur  une 
sorte  de  cylindre  indéfini,  P,  (a:,,  ^2,  J^i  )=;  o,  qui  ne  rencontre 
pas  la  portion  de  A  définie  plus  haut.  On  peut  alors,  par  une  se- 
conde déformation  continue  de  la  surface  d'intégration  sur  ce  cy- 
lindre, lui  substituer  une  nouvelle  surface  définie  par  des  équa- 
tions de  la  forme 

V,{xi,x.2,yi)=o,        l';(j,,y,)=  0, 
ce  qui  suffit  pour  établir  le  théorème  énoncé. 
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Il  est  donc  dcinonlrc  (|iic  (ont  résidu  de  l'intégrale  double 


ff 


P  (  X.  V  )  (ix  dy 


peut  être  regardé  comme  une  pério  le  logarit/imi'/ue  ou  cy- 
clique d'une  intégrale  abélienne. 

9.  Considérons,  comme  applicalion,  une  intégrale  double 
étudiée  il  j  a  longtemps  déjà  par  Didon  [S'<//"  une  formule  de 
Calcul  intégral  [Annales  de  l' h'cole  Aornwle,  iSjS)].  Ce  géo- 
mètre, guidé  sans  doiitu  p;u-  la  |ipnséc  do  Iroiivei  le  nombre  des 
racines  communes  à  deux  équations  simultanées 

f(x,y)  =  o.         <f{T,y)=o, 

racines  pour  lesquelles  Vx  lût  compris  dans  un  certain  contour  C 
du  plan  des  x,  tandis  que  Vy  devait  être  à  l'intérieur  d"ini 
contour  C  du  plan  des  y,  considéra  l'intégrale  double 


(4) 


ff 


A  dx  dv 


«•'C"-'C-      J  ? 


où  A  ^  -r — r^ ^  -ï,  la  variable  x  décrivant  C  et  la  variable  y 

ox  oy        Oy  ux 

décrivante.  Ou  suppose,  bien  entendu,  qu'il  n'y  a  pas  de  système 
(Xiy)  annulant  soil/,  soit  a  pour  lequel  .r  soit  sur  C  et  )'  sur  C. 
Cette  intégrale  offre  évideniincnl  une  certaine  analogie  avec  l'in- 
tégrale de  Cauchj 


dx    , 
-f-dx, 

c    J 


l 


qui  est  égale  au  produit  par  :>-i  du  nombre  des  racines  contenues 
dans  C. 

Didon  démoniro  (pie  riut''grale  (4)  est  égale  au  produit  de 
(st-ij-  par  un  nombre  entier,  mais  ici  ce  iiniiilirc  onlicr  n'a  on 
général  aucune  relation  avee  le  nombre  des  racines  comunines 
aux  deux  écpialions.  Au  point  de  \ue  où  nous  sommes  placés,  le 
résultat  de  Dliimi  divicni  é\iclcnl,  cl  ion  jumiI  même  lui  tlonut'r 
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une  forme  plus  générale  en  considérant  l'intégrale  double 


// 


A  dx  dy 


étendue  à  une  surface  fermée  quelconque  à  deux  dimensions  S 
de  l'espace  à  quatre  dimensions,  pourvu  que  sur  celle  surface  fo 
soil  toujours  différent  de  zéro.  Posons 

ç(.r,j)-)=  Y; 

à  la  surface  S  de  l'espace  à  quatre  dimensions  (x,  y")  correspond 
une  surface  fermée  S  de  l'espace  (X,  \  );  on  a  donc  à  considérer 
l'intégrale  double 


Or  tous  les  résidus  de  celle  intégrale  double  sont  égaux  à  un 
iniihiplc  de  (a-?)-;  on  a  donc  pour  valeur  de  l'intégrale  (4)  une 
expression  nécessairement  de  la  forme 

p  étant  un  entier  positif  ou  négatif. 

II  serait  facile  de  démontrer  directement  ce  résultat  sans  re- 
courir à  aucune  théorie  sur  les  intégrales  de  fonctions  de  deux  va- 
riables complexes;  c'est  ce  que  fait  Didon.  Considérons  d'abord 
l'intégrale 

'  dx  dy 


JP 


/? 


dx  dy. 


Désignons  par  a'o  et  j'o  les  valeurs  initiales  d'intégration  sur  C 
et  C;  prenons  une  détermination  initiale  de 

log/(ro,JKo): 

et,  dans  la  suite,  \o^f[x,  y)  désignera  la  détermination  obtenue  du 
logarithme,  quand  x  ely  ont  marché  respectivement  sur  C  et  C 
depuis  Xo  et  y,,  dans  le  sens  positif.   Eu  intégrant  par  parties, 
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on  a 


ff 


^og/{T,y)^-l^dTdy; 


^^ë/i-'-'i»  y)  '"^'i'I"*^  '''  valeur  de  ^(^o/{^,  J')  quand  .r  revient 
en  Xo',  la  diirérence  des  logarillinics  (|iii  figurent  dans  l'intégrale 
double  du  second  membre  est  donc  égale  à  ■2~ir)i,  m  élanl  nn 
entier.  On  a  de  la  même  manière 

àf    do 
XXf  f  ^^'^^^      X[^o,fi.r,y',)-  U,f,r^y,r^i^<i^ 

r  r,    ,,       d*\o"o  ,   , 

-Xi^o,/(x,y)^^d.dy, 

cl  la  valeur  de  ^og/{x,  y'g) —  \og(x,  j'o)  est  égale  à  2-in,  n  étant 
un  entier.  La  valeur  de  l'intégrale  (4)  se  met  alors  sous  la  forme 

l     Je-  ?(^»'^>  Je   ?(^.7o)        J 

or  on  a  évidemment 

I   -'^^ ^—  a  y  =■>.-/.«.  /    -^^i-^^ : dx  =  iT-t.  m  . 

Je  ?i.^o,r)  Je  'i^^-y») 

m'  et  /;'  étant  des  entiers;  nous  ariivons  donc  à 

—  i7:-(»i«' —  ni'  n). 

f|ui  est  bien  de  hi  iniiiit;  voiiliii'.  I,a  sigiiili(  alion  des  entiers  n> 
et  n  est  (I  aill<'iirs  iiniii('(ll;ite.  mais  le  coeflicienl  de  —  J— -  peut 
avoir  une  valeur  absolue  ilillérentc  du  nombre  des  racines  des 
é(|iiationsy^  o,  s  =  o,  pour  les(|uelles  l".*'  est  compris  dans  C  et 
l'jdansC'. 

C'est  par  une  tout  autre  voie  ipTon  pinirrait  obtenir  le  nombre 
des  racines  des  deux  équations 

f(x,y)  =  o,         ■i{.r,y)  =  o, 
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pour  lesquelles  ïx  est  contenu  dans  le  contour  C,  et  Vy  contenu 
dans  le  contour  C.  On  sait,  en  cfTet,  qu'on  peut  représenter  (') 
par  une  intégrale  triple  le  nombre  des  racines  des  deux  équations 
précédentes  contenu  à  l'intérieur  d'un  continuum  fermé  -  à  trois 
dimensions  situé  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  (x,_^);  cette 
intégrale  triple  est  étendue  à  ce  continuum  S.  11  suffira  ici  de 
prendre  pour  continuum  S  la  somme  du  continuum  obtenu  en 
donnant  à  x  une  position  quelconque  à  l'intérieur  de  C  tandis 
que  y  reste  sur  G',  et  du  continuum  analogue  qui  correspond  à  x 
restant  sur  C  tandis  c[Lie  y  occupe  une  position  quelconque  à 
l'intérieur  de  C.  La  solution  du  problème  proposé  est  donc 
fournie  par  une  intégrale  triple^  et  non  par  une  intégrale  double. 

10.   Faisons,  en   terminant,  une  remarque  importante  (-),  qui 

accuse  une   différence   profonde  entre   la  théorie   des    intégrales 

doubles    de    deux    variables   complexes    et   celle    des   intégrales 

simples  d'une  variable  complexe.  Dans  cette  dernière  théorie  on 

ne  peut  faire  passer  le  chemin  d'intégration  par  un    point  où   la 

fonction  devient  infinie  :  bornons-nous  aux  intégrales  de  fractions 

ralionnellcs  ;  l'intégrale 

P(-) 


n 


'  dz 


n'a  aucun  sens,  si  le  chemin  d'intégration  passe  par  une  racine 
du  polynôme  Q(;).  H  peut  en  être  autrement  dans  le  cas  des  inté- 
grales doubles  ;  soil  l'inlégrale 

ff^S^d.dy. 

Elle  pourra  avoir  un  sens  bien  déterminé  si  la  surface   d'inté- 
gralion  S  rencontre  le  continuum  défini  par  l'écjuation 

(l{x,y)  =  o. 
Il  en  sera  ainsi  si  les  points  de  rencontre  des  continuum  S  et 

(' )  On  peut  consulter  le  Chapitre  VII  du  Tome  II  du  Traité  d'Analyse  de 
M.  Picard,  où  sont  exposés  les  travaux  fie  KronecUer  et  de  M.  Picard  sur  ces 
questions. 

(-)  Cette  remarque  a  élé  faite  par  M.  Poincaré  dani  le  Mciuoire  déjà  cite 
(Acla  mathematica,  t.  IX,  p.  368). 

P.  ET  S.  5 


66  cii.iPnaL  m. 

(^  ne  forniciil  pas  une  ligne,  c'est-à-dire  sont  des  poinls  isolés, 

P 

cl  si  en  CCS  points  le  quotient  j=- devient  infini  seulement  du  pre- 
mier ordre.  On  sait,  on  cfTot,  qu'une  intégrale  double  ordinaire 
a  lin  sens,  fuiand  Iclénient  iliviciil   iiiliiii  en  un   pnini  A.    |ii)iir\u 

(pic   la  l'omlion  sons  le  signe  d'inlcgralion  soil  de   Tordre  ->  en 

désignant  par  p  la  distance  du  point  variable  au  [loint  A. 
Prenons,  comme  exemple,  l'intégrale 


II 


''"•■''>  ^4-, 


» 


fi  r  •+-  by 

le  rapport  y  n'étant  pas  réel.  Supposons  que  la  surface  S  d'inté- 
gration corresponde  à  un  ensemble  de  valeurs  réelles  de  jt  cl  y. 
parmi  lesquelles  se  (rouveiil  .r  =:^- =  o.  L'inlégralc  aura  un  sens, 
quoique  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  devienne  inllnie 
pourx  z=o,  y  =.  o  [nous  supposons  P(o,  o)  ^  o].  Nous  pouvons, 
en  effet,  sur  S,  poser 

a:"  =  pcosO,         _>'  =  psiiiO, 

G  el  ')  étant  réels  :  nous  avons  alors  l'intégrale 


// 


P(pcosO.psinO)       ^^^ 
«  cosO -t- 6  siiiO     "^ 


Avec  riijpolhèse  faite  sur  le  (|uoiicnl  j,  le  déiioiiiinaleur  ne 

peut  s'annuler  jiour  une  valeur  i('(lle  de  0,  el  l'inlégiale  a,  par 
suite,  une  valeur  parfaitement  di'leniiiiu'e.  Le  e(iiilimnmi  il'inté- 
grnlion  et  le  cunlinuum 

ax  -r-  by  =  o 

ont  ici,  comme  seul  jioinl  de  rencontre,  l'origine.  Les  circonstances 

seraient  autres  si  v  était    réel;  il    v  aurait   alors   une  courbe   de 
h 

rencontre  entre  les  deux  conlinimiii  et  i  intégrale  n'aurait  aucun 

sens. 

Revenons  au  cas  général  di'  l'intégrale 


// 


^{■f-y) 
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et  supposons  que  la  surface  d'intégration  S  rencontre  en  un  point 
le  continuum  Q.  On  déforme  la  surface  S  en  lui  laissant  le  même 
contour.  Le  point  de  rencontre  (^,  j)  avec  Q  va  se  déplacer;  il 
va  passer  de  la  position  A,  de  coordonnées  (xi,y,)  à  la  position 
Aj  de  coordonnées  (x-^ijo).  La  valeur  de  l'intégrale  ne  restera 
pas  constante,  comme  dans  le  cas  où  S  ne  rencontrait  pas  Q;  il 
est  facile  de  trouver  la  différence  des  valeurs  finale  et  initiale  de 
l'intégrale.  Cette  différence  sera  égale  à  la  valeur  de  l'intégrale 
prise  le  long  de  la  surface  engendrée  par  une  courbe  infiniment 
petite  entourant  le  point  x,  racine  de  l'équation 

Q(a-,  j')  =  0, 

quand  {x,y)  se  déplace  de  (x,,y,)  à  (j-o,  j.,);  elle  sera  donc 
égale  à  l'intégrale  simple 


('■■.,.>■•) 


f 


dy. 


comme  on  le  voit  de  suite,  en  faisant  des  calculs  analogues  à  ceux 
du  u"  7. 


III.  —  Des  intégrales  de  différentielles  totales 
de  fonctions  rationnelles. 

H.  Nous  avons  considéré  dans  la  Section  précédente  des  inté- 
grales doubles  dans  l'espace  à  quatre  dimensions  (x,,  Xo,  j'i,  j'o) 
qui  est  le  champ  de  variation  des  deux  variables  complexes  x  et  j'. 
D'autres  intégrales  se  présentaient  tout  d'abord  plus  immédiate- 
ment; ce  sont  les  intégrales  de  différentielles  totales  de  la  forme 


/ 


kdx-^V>  dy. 


A  et  B  étant  des  fonctions  rationnelles  de  x  &\.  y,  et  en  supposant 


vérifiée  la  condition  d'intégrabilité 


ay         dx 


GS  riiAPiTiii:  lii. 


Uaus  CCS  condilions  lintcgralu 

/        i\dx-r-  F5  (ly 


uc  varie  pas  i|tiaiul  on  iiilùgrc  sur  une  lijj;nc  allant  du  poinl 
(j"oi^o)  '1"  point  {x,y),  pourvu  cpic  la  ligne,  en  se  déformant, 
garde  les  mcnies  extrémités  et  ne  rencontre  aucun  point  pour 
lequel  A  et  B  cessent  dètre  continues. 

Si  l'on  intègre  le  long  d'une  ligne  fermée,  on  aura  une  valeur 
(jiii  III'  (liaugera  pas  iiuaml  ou  dél'oriuria  la  ligne  sans  traverser 
aucune  singularité  des  fonctions  A  et  li.  lléduisons  A  et  15  au 
même  ilénominalcur,  et  soit 

V(T.y)  q(T.r) 

A   =   -rr-, -J  1>  =    rr— • 

On  peut  supposer  (pic  chacun  des  facteur>  irn'dueliijles  du  poly- 
nôme ll(.Z",j^)  dc|)cude  à  la  fois  de  ./•  et  )■;  il  sera  toujours  possible 
d'arriver  à  ce  résultat  en  effectuant  sur  .r  et  j' une  substitution 
linéaire.  Nous  allons  montrer  qu'une  ligne  fermée  arbitraire,  ne 
rcnconlraul  pas  le  contlnuuiii 

(5)  R(.r.  j')=o. 

peut  èlre  déformée,  sans  rencontrer  ce  conlinuiiiii.  <le  manière 
(jiie  1  on  ail  jiour  tous  les  points  de  celte  courbe 

y  =  coiisl. 

Par  chaque  point  de  la  ligne  L  nous  pouvons,  dans  l'espace  à 
quatre  dimensions,  mener  nne  droite  ne  rencontrant  pas  le  con- 
tinuiim  II.  Si  nous  partons  diin  point  déterminé  de  L  correspon- 
dant à  Y-,  =_}'"  et  (pie  nou''  (li'criN  ion>  ce  eoiiloiir.  on  |ieiit  .'i  cha(pie 
point  associer  une  telle  droite,  celle-ci  se  cléphH'aiil  d  une  manière 
conlmue;  quand  on  revient  au  point  de  départ  A,  il  peut  arriver 
cpie  la  droite  obtenue  en  arrivant  ne  coïncide  pas  avec  celle  que 
I  on  :i\ail  au  (ji'|iai'l.  (lonsidéi'ons  un  plan 

le  lieu  des  points  de  reiiconire  avec  ce  plan  (le>  droites  précédenlcs 
forme  une  courbe  1,  ,   non   leiiiiéc  en  géiiéial,   cl   ses  deux  c\tré- 
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miles  (I  et  a'  correspondent  au  point  A  de  L.  Une  défomialioa 
continue,  sans  traverser  le  continuum  R,  permet  de  passer  de  L  à 
la  ligne  fermée  1  formée  du  segment  de  droite  A«  (sur  lequel  j^a  s 
la  valeur  initiale  r"),  de  la  courbe  L'  et  de  la  droite  a' h.  {y-^  ayant 
la  valeur  j'").  D'autre  part,  considérons  la  ligne  correspondant  à 
j'o^j'"  et  à  une  courbe  arbitraire  y  allant  de  a'  à  a  dans  le  plan 
yi  =Jk";  les  trois  lignes  y,  rtA,  Ka'  forment  une  courbe  fermée  X 
située  dans  le  plan  j^2=J''î-  L'ensemble  des  deux  courbes  A  et  ^', 
en  tenant  compte  des  parties  communes  qui  se  détruisent,  se  réduit 
à  une  certaine  cowrhe  fermée  siluce  dans  le  plan 


11  en  résulte  que  la  courbe  L  est  remplacée  par  deux  contours  : 
l'un  situé  dans  le  plan  j),  ^  )'",  l'autre  dans  le  plan  ).,^)|J. 
(Chacun  de  ces  contours  peut  maintenant  être  ramené  facilement  à 
un  contour  pour  lequel  on  ait 

y  =  const. 

Prenons,   par  exemple,  le  contour  pour  lequel  j'o  ^j'!!.   Pour 
celte  valeur  )•'!,  les  deux  équations 

Ri(a7i,r.i,  Vi,  v.,)=o 
V.,{xux-,,  yi,y,)  =  o 

déterminent  dans  l'espace  (x,,  JC 21  y \)  des  courbes  p.  Chaque 
plan  j'i  =  const.  rencontre  les  courbes  p  en  un  certain  nombre  de 
points  toujours  en  même  nombre,  à  savoir  le  nombie  des  racines 
de  l'équation  R(j;,  ^)=  o  pour  une  valeur  arbitraire  donnée  à  y. 
Sauf  pour  certaines  valeurs  de  y-^  en  nombre  fini,  l'ensemble  des 
courbes  0  ne  présente  pas  de  points  multiples;  les  valeurs  de  ^o; 
pour  lesquelles  cet  ensemble  a  un  point  multiple,  correspondent 
aux  coefficients  de  i  dans  les  valeurs  de  y  pour  lesquelles  l'équa- 
tion R=  o  a  une  racine  multiple.  On  peut  supposer  que  j)'"  n'est 
pas  une  de  ces  valeurs  singulières  et  déformer  la  ligne  étudiée  de 
façon  à  la  faire  venir  dans  un  plan 


nous  avons  alors,  comme  nous  le  voulions,  réduit  notre  contour 
à  être  dans  un  plan  y  =  const. 


70      ciiAPiTiiK  III.  —  DKs  i>TÉ(;nALr.s  dk  fonctio>s  rationnelles. 
Il  lésulle  de  là  que  les  résidus  de  l'inlégrale 

J  '< 

sont  ceux  do  riiiléi;rale  relalivc  à  la  seule  variable  x 

■P(T.  y)djp 


rV(T.y)di 
J       lUa-.r) 


Les  résidus  de  la  fonclion  ratiDiinclle  de  .r 

''(•>■■)•) 

seront  par  conséquent  indépendants  de  y.  Il  faut  donc  iiéccs- 
sairemenl  ijuc  la  \alcur  de 

.r,  élant  une  racine  de 

R(j-,.  j)=  o. 

.soil  une  fonclion  de j'  se  réduisant  à  une  conslante;  ceci  doit  tire 
une  conséquence  de  la  condition  d"inli'i;ral)ilité. 


CHAPITRE  IV. 


SINGULARITÉS  D'UNE  SURFACE  ALGEBRIQUE.  DES  INVA- 
RIANTS D'UNE  SURFACE  AU  POINT  DE  VUE  DE  LA  GÉO- 
MÉTRIE DE  SITUATION. 


I.  —  Réduction  des  singularités  d'une  surface  algébrique. 

1.  La  première  question  qui  se  présente  dans  la  théorie  des 
fonctions  algébriques  de  deux  variables  est  l'étude  de  ses  singula- 
rités. On  sait  que  les  points  singuliers  d'une  surface  algéijrique 
peuvent  être  exlrêmenienl  variés  ;  une  surface  peut  avoir  des  points 
singuliers  isolés,  ou  des  points  singuliers  formant  une  courbe 
continue  qui  est  une  ligne  multiple. 

Avant  d'entrer  dans  une  étude  approfondie,  on  peut  remarquer 
que  la  représentation  paramétrique  des  coordonnées  d'une  surface 
à  l'aide  de  fonctions  algébriques  de  doux  paramètres  conduit  en 
général  à  certaines  singularités  qu'il  sera  naturel,  à  ce  point  de 
vue,  de  regarder  comme  ordinaires.  Prenons  d'abord  le  cas  d'une 
courbe  algébrique,  et  supposons  que  l'on  ait 

y  =  ?("), 

f  el  o  étant  des  fonctions  algébriques  d'un  paramètre  u.  Consi- 
dérons les  deux  équations 

ç(k)  =  ?("')• 

On  a  là  deux  équations  à  deux  inconnues  u  el  u'.  En  dehors  de 
la  solution  u  =  «',  on  pourra  avoir  un  nombre  limité  de  solutions 
(u,  u');  à  ces  valeurs,  en  prenant  les  déterminations  convenables 
des  fonctions  y  et  o,  correspondra  le  même  point  de  la  courbe,  et 
en  général  deux  branches  de  courbes  passant  par  ce  point.  Celui- 


ci  sera  donc  un  fiainl  ilmilile.  cl,  ])ar  siiilc,  nii  poinl  de  vue  pa- 
ramélriqiie  où  nous  venons  de  nous  placer,  un  poiul  doulde 
peut  cire  cn\isagc  comme  une  sin^'iilai  ilé  ordinaire. 

Passons   niainlcnunl  au  cas  d'une  surface,   el    parlons   cn('or<' 
d'une  représcnlalion  paramélriquc 

3-=  /{U,  V), 

oùy,  s,  '1/  sont  des  foiiclions  ;ll^('■l)riques  de  //  el  c.  Considérons 
les  é(iualions 

o(«,  (>)=  o(h',  p'), 
<!/(«,  v)=  ^(m'.  v'). 

Nous  avons  là  trois  équations  à  quatre  inconnues  a,  c,  «',  c'.  lin 
laissant  de  côté  les  solutions  ti  =  </',  i' =  r',  nous  pourrons  avoir 
des  solutions  dépendant  diine  arljilraire,  et  à  ces  solutions  corres- 
pondra en  général  sur  la  surface  une  lij^ne  continue  |>ar  laquelle 
passeront  deux  nappes  de  la  surface;  celte  ligne  sera  une  courbe 
double. 

Nous  pouvons  ici  allci-  plu-;  loin,  en  fornianl  le  système 


I    /(  (/.   !■  )r=  /(   „',   v')=f{u",  V     ). 

(  <\{U.  !•)=  ■\(u'.  p')=  ^{u'.  P") 


de  six  é(iuations  à  six  inconnues  (/,  c,  u\  i',  h",  c'.  En  dehors  des 
solutions  correspondant  à 


r  =  ('  =  c 


il  pourra  }■  a\oir  un  nombre  liniilé  de  solutions,  cl  celles-ci  cor- 
respondront en  général  à  des  poiril>  Iriples  de  la  surface.  Par  un 
tel  point  triple  O  jiasseront  trois  lignes  doubles  de  la  surface  el 
trois  nappes  île  la  surface  se  coupanl  deux  à  deux  suivant  ces 
lignes  doubles. 

Les  trois  lignes  donhlcs  passaiil  par  Ir  |ioinl  ()  correspondront 
respcclivcincnt  aux  (-iiuations  (pic  Ton  oliliciil  en  prcnanl  deux 
des  trois  colonnes  verticales  dans  les  ('(lualions  \^\)  et  en  égalanl 
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entre  eux  les  termes  d'une  même  ligne.  Le  point  O  sera  en  général 
un  point  triple  pour  la  ligne  double,  et  les  tangentes  aux  trois 
branches  de  cette  ligne  seront  en  général  distinctes.  Le  cône  des 
tangentes  à  la  surface  au  point  O  est  formé  de  trois  plans,  corres- 
pondant respectivement  aux  trois  nappes  de  la  surface  passant  en 
ce  point;  on  peut  appeler  un  tel  point  triple  un  point  Iriplanaire. 

1.  Un  cas  particulier  très  simple  et  très  intéressant  dune  re- 
présentation paramétricpie  conduisant,  comme  ci-dessus,  à  un 
point  triple  est  fourni  par  la  surface  de  Steiner;  il  nous  suffiia  de 
rappeler  cet  exemple.  Soient 

/,(..  3),    /,(a,  ?),     /3(a,  p),    M:^/^) 

cpiatre  polynômes  quelconque  du  second  degré  en  a  et  |j.  Si  l'on 
pose 

.A  .h               A 

j\  ./i              /i 

on  a  la  surface  du  quatrième  degré  qui  porte  le  nom  de  Steiner. 
Cette  surface  a  été  étudiée  |)arClebscli  {^Journaldc  Crclle,  t.  07) 
en  se  plaçant  au  point  de  vue  du  paragraphe  précédent.  On  voit 
ainsi  facilement,  avec  la  représentation  paramétrique,  que  la  sur- 
face a  trois  droites  doubles  formant  nn  trièdre,  et  le  sommet  de  ce 
trièdre  est  un  point  triple.  Dans  le  plan  (a,  P),  les  trois  droites 
doubles  correspondent  aux  trois  côtés  d'un  triangle,  et  le  point 
triple  correspond  aux  (rois  sommets  de  ce  triangle. 

3.  Revenons  au  cas  général.  On  sait  que  pour  les  courbes  algé- 
briques la  réduction  des  singularités  a  été  faite  par  M.  Nœther  à 
l'aide  de  transformations  quadratiques.  L'illustre  géomètre  d'Er- 
langen  s'est  aussi  occupé,  à  diverses  reprises,  de  la  réduction  des 
singularités  des  surfaces  ('),  sans  traiter  toutefois,  ce  semble,  la 
question  dans  son  entière  généralité.  Après  M.  JNœther,  on  doit 


(')  Nous  citerons,  particulièrement,  un  Mémoire  de  M.  Nœllier  dans  les 
Comptes  rendus  delà  Société  royale  de  Gottingen,  1871,  et  une  Note  du  même 
auteur  dans  les  Sitzungsbericlite  de  l'Académie  de  Berlin  (1888).  Dans  ce  dernier 
article  est  énoncé  un  tliéorénie  très  important  sur  lequel  nous  reviendrons 
Ijicnlùt. 


7^  (iiAi'nrii:  iv. 

citer,  parmi  les  géomèlres  (|iiiso  sont  occupés  de  lu  réduction  des 
singularités,  M.  del  Pezzo  ('),  puis  à  un  point  de  vue  plus  spécial 
M.  K.ol)b(-),  et  plus  récemment  M.  Seg;re(')  (\i\n-  un  Mémoire 
très  intéressant  au  point  de  vue  géomélrirpie. 

iJans  l)ien  des  cas,  certaines  transformations  quadratiques 
peuvent  être  employées  avec  iirolii  pour  réduire  une  singularité  : 
c'est  ce  (pi'avait  fait  M.  Nœtlicr,  et  ce  f|u'onl  fait  aussi  I\IM.  kobb 
et  Segrc.  Supposons,  par  exemple,  que  nous  avons  un  point  mul- 
tiple d'ordre  m  à  l'origine;  nous  aurons  l'équation  de  la  surface 

et  nous  pouvons  supposer  que  les  axes  oui  une  position  arbitraire 
par  rapport  à  la  surface.  Posons 

j:  =  XZ.         >  =  VZ,         z  =  Z: 

nous  aurons  l:i  surface  transformée 

(F)  ç«(X,Y.  i)-f-Zç„,^,(X.  Y,  !)-(-.  ..=  o. 

Considérons  dabord  l'ensemble  des  points  de  y"aul(Uir  do  l'ori- 
gine, pour  lesquels  X  et  Y  restent  finies.  A  cet  ensemble  corres- 
pond l'ensemble  des  points  à  dislance  finie  do  1-^  défini  par  les 
deux  étpialions 

Z  =  o.        ç„,(X.  V,  i)=  o, 

c'est-à-dire  une  cerlainc  courbe  de  F.  Il  arrivera  en  général  que 
cette  courbe  sera  une  courbe  simple  de  F,  et  qu'aucun  de  ses 
points  mulli|iles,  si  elle  en  a,  ne  sera  point  multiple  de  F. 
Alors  le  |Hiliii  iniilli|ile  cdiisidéré  a  été  remplacé  par  des  points 
simples  dans  la  surface  transformée,  et  une  réduction  se  trouve 
faite  qui  peut  être  intéressante  dans  de  nombreuses  circonstances. 
Ainsi,  dans  le  voisinage  de  chacun  des  points  de  la  courbe  précé- 
dente, ou  peut  o\|iiinii'i-  une  drs  coordonnées  à  l'aide  des  deux 
autres    par    un    dévclopjiement    liolomorjdie  ou,  d'une   manière 


(')  li];i.  l'i;zzo,  liitorno  ai  puni  i  singolari  (/clic  superficie  algeOric/ic  (So- 
cicle  Math,  de  /'(ilcrnie,  "Hija). 

(')  G.  Koni),  Sur  la  thcorie  des  /onctions  algébriques  de  deux  variables 
{Journal  de  Malhrnialiques,  1S93). 

(^)  C.  Si:oiiF.  Sulla  coniposizione  dei punti  singolari  dclle  superficie  alge- 
briche  (Annali  di  Mutcmatica,  189G). 
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plus  générale,  les  trois  coordonnées,  par  des  développements  lio- 
lomor|jhes  dépendant  de  deux  paramètres;  il  est  clair  qu'à  l'aide 
d'un  nombre  limité  de  tels  développements  on  peut  embrasser  tous 
les  points  de  la  surface  correspondant  à  des  valeurs  de  Z  dont  le 
module  est  moindre  qu'un  nombre  e  pris  suffisamment  petit  et  à 
des  valeurs  de  X  et  de  Y  pour  lesquelles  les  modules  de  X  et  Y 
sont  finis,  nous  voulons  dire  moindres  qu'un  nombre  déterminé  M. 
Pour  les  points  de  la  surface  primitive  /',  correspondant  à  des  va- 
leurs de  I  X  I  et  I  Y  [  supérieures  à  M,  on  fera  d'autres  transforma- 
tions quadratiques  que  celles  que  nous  avons  effectuées,  soit 

ou  bien  encore 

:r  =  XY,        ^  =  Y,         z  =  ZY. 

On  arrivera  ainsi  à  avoir  un  nombre  (iniilc  de  développe- 
ments holoinorphes  de  x,  y,  z  par  rapport  à  dci/x paramètres  u 
et  V  dans  le  voisinage  de  u  =  o^  i'=o,  qui  donneront  l'en- 
semble des  points  de  la  surface  f  autour  de  l'origine. 

Nous  démontrons  ainsi,  dans  un  cas  particulier,  im  théorème 
absolument  général,  comme  nous  allons  le  voir  tout  à  l'heure. 
Cette  représentation  du  voisinage  de  l'origine  sur  la  surface/',  à 
l'aide  d'un  nombre  limité  de  représentations  paramétriques  liolo- 
morphes,  est  d'un  très  grand  intérêt. 

4.  Nous  nous  sommes  placés  au  paragraphe  précédent  dans  les 
circonstances  les  plus  favorables.  D'autres  cas  plus  complexes 
peuvent  se  présenter;  bornons-nous,  en  restant  dans  le  même 
ordre  d'idées,  au  point  double.  Le  cas  général  d'un  point  double 
est  celui  où  le  cône  des  tangentes  est  indécomposable;  comme 
cas  particuliers,  on  a  celui  du  point  hiplanaire  où  le  cône  se  ré- 
duit à  deux  plans,  et  celui  du  point  uniplanaire  où  le  cône  se 
réduit  à  un  plan  double. 

Le  cas  du  point  biplanaire  général  ne  donne  pas  naissance  à  la 
moindre  difficulté;  on  aura  l'équalion  de  la  surface 

(/)  0=    Ç).2(j-,J,^)-t-Ç3(X,  _>•,;)-!-.... 

En  faisant  encore 

x  =  XZ,        ^  =  YZ,         z  =  Z, 
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on  a  la  surfare  Iranslbniiée 

(F)  o  =  o.(X,Y.  O+Z-jjCX.  Y.  .)-.... 

La  conique 

Oî(X.  Y,  i)=o 

se  compose  ici  de  deux  droites.  Nous  avons  donc  alors,  comme 
correspondant  à  l'origine  sur  /,  deux  droites  sur  F;  ces  droites 
sont  simples  et  leur  point  de  rencontre  sera  en  général  nn  point 
siin|)lc  de  la  surface  F.  11  en  serait  autrement  si  les  coordonnées 
du  point  double  de  la  conique  ■^■,  annulaient  'f:)(X,  Y,  1);  en  di-- 
signanl  par  y.  cl  [i  ces  coordonnées,  le  |ioint  (a,  |5,  o)  serait  un 
point  double  de  F. 

Si  l'un  veut  conliiuier  I.i  rédiulioii.  il  hiudra  réduire  ce  point 
double  tic  F  qui,  en  général,  sera  un  ]uiinl  à  tCtnc  indécomposable, 
et  finalcnienl  on  aura  remplacé  le  point  double  primitif  de  /  par 
certaines  ligues  simples  d "une  surface  transformée  ne  passant  pas 
par  des  points  multiples  d(^  cette  surface. 

Anélons-nous  encore  sur  le  |)oint  iiniplanairc.  Dans  celte 
liypotlièse  cî;  sera  un  carré  parfait  et  l'on  aura 

ç,(\,  Y,  i)  =  (a\-H?Y-4-Y)!. 

La  ligTu^  droite  A  avant  pour  équations 

ï  \  -^  3  Y  -^  ■;  =  o,         /,  =  n 

sera  en  général  une  ligne  sim|)le  de  F,  mais  il  v  aura  sur  elle  deux 
points  doubles  de  F,  à  savoir  les  points  correspondant  à  Z  =  o 

et  à 

a  X  +  ^  Y  -t-  -•  =  o,  >:,  i,  \,  Y ,  1  )  =  o. 

Ces  trois  jioinls  doubles  de  1",  situés  sur  A,  seront  d'ailleurs,  en 
restant  toujours  dans  la  généralité  de  la  singularité  envisagée,  des 
jioiiils  douilles  à  cône  indécomposable,  et  la  rédmlion  pourra 
encore  sacbever  sans  diffieull(''s. 

Les  circonstances  seraient  difl'érentes  si  '^;,  était  ili\isible  par 
aX+^Y  +  y;  on  pourrait,  dans  ce  cas,  mettre  l'équation  de  l;i 
surface  /  sous  la  forme 

(/)  x^-Jr  x'i(t{x.  y,  ;)-(- tpi(.r.  _)-.  ;)-!-...  =  o. 

On  auia  alois  ce  (pie  les  géomètres  anglais  appellent  un  litr- 
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nodal point.  Toutes  les  sections  planes  de  la  surface,  passant  par 
un  tacnode,  ont  en  ce  point  un  point  double  où  il  y  a  contact  de 
deux  branches.  La  transformation  faite  plus  haut 

X  =  XZ.         y  =  YZ 
donne 

(F)  X2+XZ'io(X,  V,  i)+  Z2o;(X,  Y.  i:)-h...  =  o. 

La  surface  transformée  (F)  a  pour  ligne  double  la  droite 
X  =  o.        Z  =  o 

et  en  général  les  deux  jilans  tangents  à  la  surface  en  un  point  ar- 
bitraire de  cette  droite  double  seront  distincts. 

5.  Après  ces  cas  particuliers,  occupons-nous  de  l'élude  générale 
des  singularités.  Nous  ne  suivrons  pas  les  auteurs  cités  ci-dessus, 
dans  les  démonstrations  desquels  subsistent  peut-être  q-tielques 
difficultés,  et  nous  aborderons  le  problème  d'une  autre  manière. 
Mais  revenons  d'abord  un  moment  sur  les  courbes  planes.  On  sait 
que  ÎNL  Nœther  s'est  servi,  pour  dissoudre  les  singularités  d'une 
courbe  plane,  d'une  succession  de  transformations  quadratiques. 
Dans  un  article  récent  [Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de 
Toulouse,  1896)  M.  Vessiot  s'est  servi  pour  l'étude  des  courbes 
planes  d'une  transformation  intéressante  que  nous  allons  rappeler; 
soit 

l'équation  de  la  courbe  donnée  sur  laquelle  on  a  d'abord  fait  une 
transformation  bomographique  arbitraire.  Posons 

x  =  .,      Y  =  ^>:. 

a.r 

On  aura  une  nouvelle  courbe  entre  X  et  Y,  qui  correspondra  uni- 
formément à  la  première.  On  la  transforme  homograpbiqucmeni, 
et  l'on  recommence  la  transformation  précédente;  après  avoir 
opéré  ainsi  un  certain  nombre  de  fois,  tous  les  points  singuliers 
de  la  courbe  initiale  auront  été  transformés  en  points  simples 
de  la  dernière  courbe  obtenue.  Nous  appellerons  transforma- 
tion S  une  transformation  permettant  d'obtenir  ce  résultat. 

Ceci  posé,  considérons  une  surface  algébrique^" ayant  une  ligne 
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multiple  L  (réduclibli;  «m  non)  de  nature  quelconque.  Faisons 
pivoter  un  plan  autour  d'une  droite  arbitraire;  ce  plan,  dans  cha- 
cune de  ses  positions,  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  C  avant 
comme  jioinls  multiples  ses  points  de  rencontre  avec  la  lij;ne  L. 
Or  au  moyen  d'une  transformation  S  nous  pouvons  transformer  la 
courbe  C  en  une  autre  telle  que  les  points  iiiulti|iles  de  C  corres- 
pondent à  des  points  simples  de  la  courbe  transformée:  (piand 
le  plan  pivote  autour  de  la  droite,  nous  ])ouvons  faire  usage  d'une 
transformation  S  variant  elle-même  d'une  manière  continue,  et 
telle  (|ue  les  coordonnées  du  point  transformé  soient  des  fonctions 
rationnelles  des  coordonnées  du  point  primitif.  On  remarquera 
que  pour  certaines  posilions particulières  du  plan  la  courbe  aura 
des  singularités  plus  complexes  que  pour  Hne]iosition  arbitraire; 
pour  ces  positions  on  devra  alors  cnij)lovcr  pour  former  S  un  plus 
«rrand  nombre  de  transformations  élémentaires.  C'est  le  maximum 
de  ce  nombic  que  l'on  devra  |irendre  dans  tous  les  cas,  pour  être 
assuré  d'avoir  une  transformation  qui  dissolve  les  singidarités  de 
la  courbe  C  pour  toutes  les  jiosilions  du  plan.  On  obtient  de  celte 
manière  une  transformation,  (|ue  nous  pouvons,  en  employant  les 
coordonnées  homogènes,  mellrc  sous  la  forme 

X Y Z T 

\',{-^.y,z,t)  ~  P,{x,y.z.t)  ~  P,{T,y.z,t)  ~  Pv(a-,  j-, -, />' 

les  P  étant  des  polynômes  homogènes  de  même  degré  en  .r,  _)',  z,  t. 
Les  poljnomes  P  s'annulent  tous  les  quatre  pour  la  ligne  mul- 
tiple L.  Les  formules  précédentes  font  correspondre  à  la  surface/ 
une  surface  F,  cl  à  la  ligne  n)ulli|>le  L  de/' correspond  surF  un  cer- 
tain nombre  de  lignes  simples  ne  passant  pas  par  des  points  mul- 
tiples do  cette  surface;  ceci  résulte  é\  ideiniuenl  de  ce  (]ue  dans 
chaque  section  tous  les  points  multiples  ont  été  transfornu'S  en 
des  points  simples  de  F;  la  transformation  qui  a  réduit  la  ligue 
multiple  L  a  fait  naître  d'autres  singulaiilés,  mais  le  point 
essentii"!  pour  nous  acliicllrnicnl  est  la  réduction  de  la  singula- 
rité foniicc  par  toutes  les  limites  multiples  de  la  surface. 

Le  théorème  i|ui  a  été  di'monlré  tout  à  riieuro  (  n"  3)  dans  un 
cas  très  parliculier  n'stdle  iiniiii'dialcniciil  di'  ee(|iii  précède,  dans 
toute  sa  généralité.  A  la  ligne  mullq>lc  L  de  f  correspondent 
sur   V    des    lignes    simples,   cl  il   est    claii-    (pie  pour  de  telles 
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lignes  on  peut  cn^oir,  au  moyen  d' un  nombre  limité  de  déve- 
loppements Jiolomorphes,  l'ensemble  des  points  de  la  surface 
situés  dans  leur  voisinage. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  la  surface  avait 
seulement  comme  singularités  des  lignes  multiples.  Il  pourrait  v 
avoir  en  outre  des  points  singuliers  isolés,  mais  ceci  n'est  la  source 
d'aucune  difficulté  et  les  mêmes  considérations  sont  applicables. 
On  réduira  en  effet  celte  singularité  en  transformant  les  sections 
faites  par  un  plan  pivotant  autour  d'une  droite  qui  passe  par  le 
point  multiple.  En  combinant  ces  diverses  transformations,  on 
arrive  ainsi  en  définitive  à  une  transformation  de  la  forme  in- 
diquée plus  baut 

X  _  Y  _  Z  _  T 

qui  réduit  toutes  les  singularités  de  la  surface.  Les  poljuomes  P 
ne  s'annulent  simultanément  que  pour  les  points  ou  lignes  mul- 
tiples de  f,  et,  sur  la  surface  transformée  F,  des  points  simples 
correspondent  aux  points  singuliers  de  f.  La  surface  F  aura 
d'ailleurs  en  général  des  lignes  mulliples  qui  correspondent  à  des 
ensembles  de  couples  de  points  simples  {j:, y,  s,  /)  et  {a:',y' ,  :',  t') 
de  la  surface  /',  pour  lesquels  les  rapports  des  poljnomes  P  ont 
même  valeur. 

0.  La  réduction  des  singularités  de  la  surface  est  achevée,  mais 
on  peut  aller  plus  loin,  en  cherchant  à  diminuer  autant  que  pos- 
sible les  singularités  de  la  surface  transformée.  Envisageons  les 
équations 


X,=  Pi^, 

x,=  P,y, 

^3=Pl~-, 

^»  =  p,^ 

2-5=  P,X, 

n  =  P,y, 

^7=P2-, 

Xi=P,t, 

2-9=   Pj^-, 

^10=  Pif, 

.r„=p3-, 

.^•I2=P3', 

^13=   P43", 

xii.  =  Puy, 

■r^,=  P,z, 

X,c=   P.J. 

Nous  pouvons  regarder  (x,,  x.,,  ...,  Xx^)  comme  des  coor- 
données homogènes  dans  un  espace  E,5  à  quinze  dimensions 
(complexes).  Une  variété  V  à  deux  dimensions  complexes,  que 
nous  pouvons  appeler  une  surface,  se  trouve  ainsi  définie  dans 
l'espace  E,  5.  La  surface  V  correspond  uniformément  à  la  surface/; 
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en  cfl'el,  ;i  un  poliii  iiihilraiio  île  \'  ne  |>i'iivcnl  correspondre  plu- 
sieurs poinls  i\f /.  piiisijuo,  (J"a|)rrs  la  forme  même  des  équalions 
prccédenles,  les  valeurs  de  x,  y,  :,  l  (|ui  leur  correspondraient 
seraient  proporliouncilcs.  De  plus,  celle  surface  n  a  pas  de  poinls 
singuliers.  En  effel,  loul  d'abord,  aux  |)oinls  mullijilcs  de  la  sur- 
face initiale /,  ne  correspondent  que  des  points  simples  d'après  la 
pro|)riélé  de  la  transformation 

A -X - A  _  X 

cn.snitc  à  doux  |)oinls  sini])les  distincts  do  la  surface  _/'  ne  peut 
correspondre  le  même  point  cir  \  .  car  si  à  deux  points  (.?',j-,  ;,  /), 
(jc\  y',  :■' ,  t),  de  /  correspond  le  mènic  point  de  A  ,  on  aura 
nécessairement 

^  =•?!  =  -  =  - 

x        y        z        t' 

et  ces  deux  points  ne  sont  pas  distincts. 

Nous  avons  donc  le  lli('-orèmc  suivant  :  .1  une  surface  algé- 
britjui'  (jucliiiiKiue  f  de  t'espace  à  trois  dimensions  on  peut 
faire  correspondre  d'une  manière  birationnelle  une  surface 
n'ayant  pas  de  points  singuliers  dans  un  espace  ii  quinze  dimen- 
sions. 

7.  On  peut  ii'iliiire  heaneonp  le  nombre  des  dimension^  ili- 
l'espace  dans  leipicl  on  peut  .iM'lv  uwc  surïacc  sans  singuiarilés 
correspondant  birationnellement  à  la  surface  primilivenienl 
donnée  dans  l'espace  à  trois  dimensions. 

i'our  faire  cette  réduction  ultérieure,  rappelons  quelques  géné- 
ralités sur  la  notion  de  |)crspective  prise  dans  son  sens  le  plus 
étendu,  (|ui,  posée  d'abord  par  ('lilford,  a  été  surtout  utilisée  par 
les  géomètres  italiens  et  paitieulièremenl  |)ar  M.  \  eronese  dans 
des  recberches  d'un  grand  intérêt,  (-onsidérons  un  espace  S,  ;>  '' 
dimensions,  où  nous  désignons  les  coordonnées  d'un  point  ar- 
bitraire par 

X|,     a\,     ....     .r,: 

Un  espace  linéaire  S,-,  contenu  (laii>  S,-,  est  l'espace  S^  où  l'on 
suppose  les  x  liées  par  /• —  /'  relations  linéaires.  Un  espace  Sr_p 
sera  par  conséquent  d('liiii  par  p  relations  linéaires  entre  les  .r. 
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Étant  donne  un  espace  linéaire  S^^p  contenu  clans  S^,  prenons 
un  point  arbitraire  A  de  S,..  On  peut  par  A  et  S;-_p  faire  passer 
un  espace  linéaire  S,-_p_|_i  ;  soient  en  efl'et 

Ul=0,  U2=0,  ...,  Up=0 

les  p  relations  linéaires  déterminant  Sr^ç,;  prenons  la  combinaison 

et  écrivons  quelle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  du  point  A. 
Alors  un  des  )>,  soit  Àp,  est  déterminé  en  fonction  des  autres,  et 
nous  avons  une  relation 

)>,Vi+X,V,  +  ...-HXp_iVp_,=  o, 

qui,  quels  que  soient  les  X,  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  A, 
et  qui  est  aussi  vérifiée  par  les  coordonnées  des  points  de  Sr_p; 
par  suite,  les  équations 

Vi  =  0,  V2=0,  ...,  Vp_|  =  0 

déterminent  un  espace  S,._p^i  qui  passe  par  A  et  contient  S,_p.  Si 
maintenant  on  prend  l'intersection  de  S;-_p^.|  avec  un  espace  li- 
néaire Sp_i,  on  a  un  seul  point  de  rencontre  A',  et  ce  point  s'ap- 
pelle la  projection  de  A  si/r  Sp_i,  le  point  de  vue  étant  ici  S,_p- 
Ainsi,  dans  cette  perspective  généralisée,  on  prend  comme  point 
de  vue  un  espace  linéaire  Sr_p,  et  l'on  projette  sur  un  espace 
Sp_i . 

Si  l'on  prend  (5  =  /",  le  point  de  vue  sera  véritablement  un 
point  et  l'on  projettera  sur  un  espace  S,-_,  ;  en  particulier  pour 
/•  =  3,  on  a  la  projection  conique  habituelle,  l'espace  linéaire  83 
sur  lequel  on  projette  est  alors  un  plan. 

8.  Nous  avons  tout  à  l'heure  considéré  un  espace  à  quinze 
dimensions  dans  lequel  nous  avions  «ne  surface  V  sans  singula- 
rités. Nous  pouvons  faire,  conformément  à  ce  qui  précède,  des 
perspectives  sur  un  espace  linéaire  d'un  moindre  nombre  de  di- 
mensions. Prenons  comme  espace,  sur  lequel  on  va  projeter,  un 
espace  linéaire  S5  à  cinq  dimensions;  on  aura  donc  ici  p  =  6 
et  l'on  prendra  par  suite  pour  point  de  vue  un  espace  S^. 
Nous  aurons  alors  dans  S3  une  surface  V  perspective  de  la  sur- 

P.    ET   S.  (i 
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face  V  en  picnanl  S»  comme  point  de  vue.  La  surface  ^  '  n  hum 
pas  non  plus  de  point  singulier  si  S.j  est  arbitraire;  un  point  mul- 
tiple de  V  devrait  correspondre  en  cfTel  à  la  fois  à  doux  ]ioinls 
distincts  de  N  .  Nous  aurions  donc  pour  détL-rminer  ce  point  cinq 
relations  entre  les  quatre  jiaramètrcs  dont  dcpcndent  les  coor- 
données de  ces  deux  points,  et  ces  relations  ne  seront  pas  com- 
patibles si  Sg  et  Sj  sont  choisis  arbitrairement.  Nous  avons  donc 
le  théorème  suivant  : 

./  une  surface  ali^ébriquc  qucleonquc 

on  peut  /(lire  correspondre  biralionnellemenl,  dans  l'espace  à 
cinq  dimensions,  une  sur/ace  n'ayant  aucune  singularité. 

Le  raisoniicmciil  précédent  monlrc  encore  que,  si  l'on  j)rûjelail 
sur  un  espace  S.,,  on  obtiendrait  dans  cet  espace  à  quatre  dimen- 
sions une  surface  ayant  seulement  des  points  singuliers  isolés. 
Enfin,  projetons  dans  un  espace  S3,  en  prenant  par  conséquent 
comme  point  de  vue  un  espace  S,  1  ;  la  surface  perspective  va  avoir 
une  lii;ne  singulière  puisque'  le  iionilire  des  équations  à  écrire  est 
égal  à  trois  cl  que  nous  avons  tjuatre  inconnues,  ce  qui  est  à 
rapprocher  d'ailleurs  de  ce  que  nous  avons  dit  au  n"  1.  Les  singida- 
rités  seront  alors,  pour  S3  et  S|,  aibilraires,  une  ligne  double 
généralement  avec  des  points  triples,  comme  nous  ra\uns  vu 
dans  ce  même  numéro.  Par  suite  : 

yi  toute  surface  algébrique 

fyx.y,  z)=  o, 

à  singularités  quelconques,  on  peut  faire  correspondre  bira- 
tioiinellemenl  une  suif  ace 

F(X,  V,  Z)=o. 

n'ayant  d'autres  singularités  qu'une  courbe  double  ai'cc  des 
points  triples,  ces  singularités  étant  les  plus  générales  de  leur 
nature. 

Nous  donnerons  souvent.  ]iiir  la  suite,  le  nom  Ac  singularités 
ordinaires  aux  singularités  précédenlcs.  Les  points  triples  de  la 
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courbe  double  sont  en  même  temps  des  points  triples  de  la  sur- 
face; en  ces  points,  le  cône  des  tangentes  se  réduit  à  trois  plans 
formant  un  angle  trièdre.  Sur  une  ligne  double,  les  deux  plans 
tangents  sont  en  général  difl'érents;  il  peut  toutefois  y  avoir  cer- 
tains points  où  les  deux  plans  tangents  sont  confondus.  Ce  sont 
les  points  que  les  géomètres  anglais  appeWenl pinch-point  (point- 
pince);  ces  points  seront  les  plus  généraux  de  leur  natui'e. 


II.  —  Définition  des  ordres  de  connexion  d'une  surface  algébrique. 

9.  Nous  allons  maintenant  définir  les  ordres  de  connexion 
d'une  surface  algébrique.  Il  est  auparavant  nécessaire  de  faire 
quelques  remarques  relativement  aux  variétés  qui  s'étendent  à 
l'infini.  Dans  les  études  d^Analysis  silus  faites  au  Chapitre  II,  il 
a  toujours  été  supposé  que  les  variétés  étaient  entièrement  à  dis- 
tance finie.  Quand  on  a  des  variétés  qui  s'étendent  à  l'infini,  les 
nombres  relatifs  aux  connexions  peuvent  varier  avec  l'idée  que 
l'on  se  fait  de  la  nature  des  points  à  l'infini. 

Prenons  d'abord  le  cas  très  simple  du  plan  indéfini;  c'est  une 
variété  à  deux  dimensions.  Quelle  connexion  linéaire  doit-on  lui 
attribuer?  Si,  comme  on  le  fait  dans  la  théorie  des  fonctions 
d'une  variable  complexe,  on  assimile  le  plan  indéfini  à  une  sphère 
par  inversion,  on  est  ramené  à  la  variété  formée  par  la  surface 
d'une  sphère,  et  l'on  doit  prendre,  comme  on  le  fait. 

On  pourrait  toutefois  se  placer  à  un  autre  point  de  vue.  Le  plan 
indéfini  correspond  à  l'ensemble  des  valeurs  de  x  et  y  variant 
entre  — oo  et  +00;  on  peut  transformer  l'axe  des  x  en  une  circon- 
férence, et  pareillement  pour  l'axe  des  y.  On  a  alors  la  variété 
formée  par  deux  circonférences,  considérée  au  Chapitre  II  (n°  "17); 
pour  celte  variété,  on  a 

P\  =  3. 

Par  conséquent,  suivant  le  point  de  vue  auquel  on  s'est  placé, 
on  a  des  nombres  différents  pour  exprimer  l'ordre  de  connexion 
linéaire/),  d'un  plan  simple. 
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Ceci  dit,  si  nous  considérons  une  surl'ace  algébrique 

fir.y,  z)=  o, 

nous  avons  là  évidemment  une  variété  à  quatre  dimensions  réelles. 
Si  nous  voidons  la  rei^arder  comme  une  variété  fermée,  nous 
devons  la  ramener  tout  entière  à  distance  finie,  ce  qui  va  préciser 
la  façon  dont  on  envisagera  les  points  à  l'infini.  On  pourrait  faire 
diflerents  choix,  mais  si  l'on  veut  laisser  à  la  variable  complexe 
son  autonomie,  il  faut  se  représenter  J",  j',  z  comme  des  points 
situés  chacun  sur  une  surface  sphérique  correspondant  à  celle 
quantité  complexe.  On  aura  alois,  représentée  par  ré(piationy"=u, 
une  variété  fermée  située  tout  entière  à  dislance  linie. 

Relalivcmcnl  à  la  valeur  de  ses  ordres  de  connexion,  une  cir- 
constance pourrait  gêner.  Aolre  variété  se  coupera  elle-même,  si 
la  surface  f  a  des  points  singuliers.  On  évitera  bien  aisément 
cette  difficulté  en  se  reportant  à  la  surface  \  de  l'espace  à  cinq 
dimensions  (pii  correspond  uniformément  à  _/';  on  représentera 
sur  une  sphère  chaque  coordonnée  complexe  de  l'espace  à  cin([ 
dimensions,  et  la  surface  \  définira  une  variété  fermée  à  quatre 
dimensions  réelles,  située  tout  entière  à  distance  finie,  et  ne  se 
coupant  pas  elle-même. 

Ayant  maintenant  une  telle  variété,  nous  savons  (ju'clle  a  trois 
ordres  de  connexion 

P\,    Pi,    i>i, 

correspondant  respectivement  à  une,  deux  et  trois  dimensions. 
Mais,  d'après  le  théorème  général  établi  à  la  fin  du  Chapitre  pré- 
cédent, on  a 

P\=Pi, 

et  nous  avons,  par  suite,  seulement  (/  introduire,  dans  la  théorie 
des  sur/aces  algébriques,  les  deux  nombres 

P\     «i    Pi- 

correspondant  respectivement  à  la  connexion  linéaire  et  à  la 
connexion  à  deux  dimensions  (').  Xous  allons  nous  occuper, 

(')  Ces  deux  nombres  ont  été  introduits  pour  I.1  première  fois  dans  la  lliiforie 
des  surfuces  algébriques  par  M.  Picard,  dans  son  Mémoire  sur  les  fondions  algé- 
briques de  deux  variables;  les  notations  étaient  un  peu  diiïércntcs,  />,  el  /),  étant 
remplacés  par  p,-ri  cl  p,-h\. 
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dans  les  Sections  suivantes,  de  la  connexion  linéaire.  Prenons  seu- 
lemenlici  le  cas  particulier  de  l'espace  à  quatre  dimensions  cor- 
respondant aux  deux  variables  complexes  indéfinies  x  et  y.  Quels 
ordres  de  connexion  devons-nous  attribuer  à  cette  multiplicité? 
Nous  avons  à  considérer  les  deux  surfaces  sphériques  correspon- 
dant aux  variables  complexes  œ  et  y,  et  nous  avons  par  suite  le 
continuum  déjà  considéré  au  n"  19  du  Chapitre  II,  c'est-à-dire 
que  l'on  doit  prendre 

Tels  sont,  au  point  de  vue  où  nous  nous  plaçons,  les  ordres  de 
connexion  pour  l'espace  indéfini  {x,r). 

Lorsqu'il  s'agira  de  la  détermination  des  nombres  p,  et/Jo,  les 
considérations  purement  géométriques  présenteront  le  plus  sou- 
vent de  grandes  difficultés,  que  l'on  évitera  en  se  plaçant  au  point 
de  vue  transcendant  (Chap.  II,  n°  18),  c'est-à-dire  en  envisageant 
le  nombre /J  comme  représentant  le  nombre  de  périodes  distinctes 
de  certaines  intégrales.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  nous  nous 
placerons  ultérieurement  pour  la  détermination  de/?,. 

III.  —  Généralités  sur  la  connexion  linéaire 
dans  les  surfaces  algébriques  ('). 

10.  Nous  allons  approfondir  l'élude  du  nombre  pi,  et  dé- 
montrer tout  d'abord  un  théorème  fondamental  relatif  à  ce 
nombre,  à  savoir  qail  est,  en  général,  égal  à  l'iinilé ;  c'est  seu- 
lement pour  certaines  surfaces  particulières  que  p,  est  supérieur 
à  un. 

Un  cycle  linéaire  est  un  continuum  fermé  à  une  dimension 
(réelle).  Si  la  surface  est  donnée  par  l'équation 

f{x,y,  z)=  o, 

on  peut,  en  particulier,  considérer  dans  l'espace  à  quatre  dimen- 
sions relatif  aux  deux  variables  complexes  x  et  y,  une  courbe 
fermée  telle  que,  en  partant  d'un  point  (to,  l'o)  de  cette  courbe, 


(')   E.   Picard,   Mémoire  sur  les   fonctions  algébriques  de  deux  variables 
indépendantes  (Journal  de  Mathématiques,  i88f)). 
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avec  une  valeur  initiale  Zu  pour  z,  on  revienne  au  point  <le  départ 
avec  la  même  valeur  de  ^.  On  suppose,  bien  entendu,  que  la  courbe 
ne  rencontre  aucun  système  de  valeurs  singulières  de  la  variable  z 
considérée  comme  fonction  de  x  et  y.  Ces  valeurs  sin;;ulières 
seront  évidemment  fournies  jjar  les  deux  équations 

/(.r,y,  z)=o,        /'.{T,y,  z)=o. 

L'élimination  de  z  entre  ces  deux  équations  donne  une  équation 

Nous  ne  diminuons  pas  la  généralité,  en  supposant  que  cette 
équation  11  contient  x,  dans  le  cas  où  elle  est  irréductible,  et 
qu'il  en  est  de  même  de  chacun  de  ses  facteurs  si  elle  est  déconi- 
posable  en  plusieurs  autres;  il  suffit  de  faire  préalablement  une 
transformation  bomographiqiic  pour  réaliser  celte  condition,  (jui 
peut  encore  s'exprimer  en  disant  qu'il  n'y  a  pas  de  singularités 
définies  par  une  équation  j-  =  const. 

11.   (  '.l'ci  posé,  montrons  en  premier  lieu  que  tout  cycle  linéaire 

peut,  par  une  déformation  continue,  être  ramené  à  être  situé 

(/ans  lin  i-onliniiiiin 

y  =  con«t. 

Nous  n'avons  qu'à  reproduire  à  peu  jirès  un  raisonnement 
fait  au  n"  Il  du  Chapitre  III.  En  posant  .r  :=  Xi  4- ij;a, 
y  ^yy  +  iy2i  nous  pouvons  regarder  le  cycle  C  comme  défini  à 
l'aide  des  expressions  de  .r,,  X',  et  j'.j  en  fonction  de  )',  ;  cette  der- 
nière variable  variera  entre  deux  valeurs  extrêmes  a  et  h.  Partons 
sur  le  cycle  d'un  point  Mq  correspondant  à  la  valeur  j'";  quand  M 
parcourt  le  cycle,  menons  par  chaque  position  de  M  une  droite  de 
l'espace  (X|,  Xn,  y-i)i  où  j'i  a  la  valeur  correspondant  à  IVf,  variant 
d'une  manière  continue  et  uniquement  assujcitie  à  la  condition  de 
ne  pas  rencontrer  le  conliiuuini  lî  à  doux  dimensions  «iiliin  pur 
l'équation 

(I)  R(.ro-)  =  o. 

Quand  M  reviendra  en  M,,,  la  position  finale  «le  la  dioitc  |ii)iirra 
ne   pas  coïncider  a\cc  sa  position  initiale.   Considérons  alors  la 
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variété  à  trois  dimensions 

(2)  K-2=75. 

Chacune  des  droites  rencontrera  en  un  point  cette  variété, 
de  sorte  qu'à  chaque  point  M  de  C  correspond  un  point  m  de  la 
variété  (2),  sauf  pour  le  point  Mo,  auf[uel  correspondent  deux 
points  ruo  et  ni'g.  Nous  formons  ainsi  une  courbe  fermée  H  com- 
posée des  deux  segments  de  droite  Mo/»o  et  '"'o'^Jo  (pour  lesquels 
on  a  j'i  =j/-"),  et  de  la  courbe  F  lieu  des  points  m  avec  le  sens  de 
/«o  en  «ig.  Il  est  manifeste  qu'on  peut  passer  de  C  à  H  par  une  dé- 
l'ormalion  continue  sans  rencontrer  R,  puisque  aucune  des  droites 
ne  rencontre  R.  Or,  nous  allons  maintenant  considérer  H  comme 
une  somme  de  deux  courbes.  On  a  pour  les  points  nio  et  m'^ 

et,  en  ces  points,  ;  a  des  valeurs  déterminées  z„  et  z'^.  Il  sera  pos- 
sible, en  faisant  seulement  varier  x,  de  décrire  une  courbe  y  allant 
dans  le  continuum 


du  point  »i|,  au  point  nt^  et  telle  que  z  aille  de  ;o  '^  ^ô-  H  suffit 

ermée  fo 

V     et     •(, 


alors  d'envisager  la  courbe  fermée  formée  de 


et  la  courbe  fermée  formée  de 

la  somme  de  ces  deux  cycles  donne  le  cycle  C  ;  le  premier  de  ces 
cycles  est  contenu  dans  l'espace 

et  le  second  dans  l'espace 


Or  nous  avons  vu  précédemment  (loc.  cit.,  Chap.  III),  et  il  est 
d'ailleurs  évident  que  tout  cycle  contenu  dans  l'espace  yt  =y1, 
c'est-à-dire  pouvant  être  figuré  dans  l'espace  à  trois  dimensions 
(x,,  x.2,y2),  peut  être  ramené  dans  le  plan  Jo^JK")  pourvu  que  j^" 
ne  soit  pas  une  valeur  spéciale,  et  il  en  sera  de  même  pour  le  se- 
cond cycle  en  intervertissant  j'i  etj/o-  Finalement,  les  deux  cycles, 
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el  par  suite  C,  soni  r;imcm'>.  |>;ir  une  défornialion  continue,  à 
êlrc  dans  le  conlinuum 

r  =>-?+'>! - 

où  le  second  membre  esl  une  conslanle  arbitraire;  c'est  ce  (|iic' 
nous  voulions  montrer. 

It*.  I'i)iir  (b'-nionlrer  le  théorème  énoncé  au  n"  10,  plaçons-nous 
d'abord  dans  un  cas  très  simple,  eu  examinant  le  cas  où  l'équation 
de  la  surface  serait  de  la  forme 

et  où  nous  supposerons  quc/{.r,y)  c>l  un  jtolvnomc  arbitraire 
de  degré  m.  Nous  allons  cherclier  à  nous  rendre  conijiie  de  la 
nature  des  cycles  linéaires  de  cette  surface.  Donnons  à  y  une 
valeur  arliitraire;  l'équation 

aura  m  racines  distinctes;  si  l'on  considère  ./•  comme  fonction 
dc_)',  deux  valeurs  de  x  seulemeni  ileviendronl  égales  pour  chaque 
valeur  singulière  dcj-.  Soient,  pour  une  valeur  l'o  non  singulière 
dey, 

J  ,  ,       ./  2  }        •  •  •  .       ^  lit 

les  /n  valeurs  de  x.  Nous  avons  pour  r  un  certain  nombre  de  posi- 
tions singulières,  et  l'on  peut,  comme  on  sait,  disposer  dans  le 
plan  de  la  variable  T  des  lacets  partant  devu  et  jouissant  des  pro- 
priétés suivantes  :  un  certain  nombre  de  ces  lacets,  dans  un  ordre 
di'Ierminé  autour  do  y„,  permulenl  x"  el  xt,  les  suivants  per- 
miiient  x°  el  .rj,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  un  dernier  ensemble  de 
lacets  permutant  a-',_,  el  x",.  Prenons  sur  un  lacet  permulanl  .r" 
cl  .r"  un  point_j''  voisin  du  point  de  ramification  b,  on  aura  deux 
valeurs  x\  cl  x'.,  de  x,  et  x-,  qui  seront  voisines;  entourons-les  par 
une  petite  courbe  v.  Quand  j'  varie  à  partir  dcjc',  les  valeurs  cor- 
respondantes des  .r  varient;  pendant  celte  variation,  déformons 
(Il  iiirnie  lemj)s  la  courbe  y  de  manière  qu'elle  ne  rencontre 
;iu(  1111  (l(!  ces  points  ./•  pendant  cette  déformation  (la  courbe  y 
pourra  alors  cesser  d'élre  très  petite,  du  moins  dans  les  deux 
dimensions).  Si,  en  particulier,  v  vienl   en  r,,  en  avant  suivi  le 
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lacet  considéré,  la  courbe  y  sera  devenue  une  courbe  C12  com- 
prenanl  à  son  inlérieur  les  points  a-°  et  x^,  tandis  que  les  autres 
valeurs  des  a-"  sont  à  l'extérieur.  Si  maintenant  j-  partant  de  y„ 
décrit  un  lacet  permutant  r"  et  a--"  et  revient  enj'oi  le  contour  C12 
sera  devenu,  par  une  déformation  effectuée  toujours  dans  les 
mêmes  conditions,  un  contour  C13  comprenant  à  son  intérieur  a\ 
etx°,  et  ainsi  de  suite.  Nous  arrivons  donc  ainsi  à  tracer  sur  le 
plan  de  la  variable  x  des  contours 

enveloppant  chacun  deux  racines  et  deux  racines  seulement  de 

l'équation 

./(■*%ro)  =  o. 

Or,  tous  les  cvcles  de  la  courlie  algébrique  entre  :;  et  x, 

-■-=/(  ;f-7oj, 

se  ramènent  évidemment  à  une  somme  des  contours  précédents, 

et  nous  avons  vu,  d'autre  pari,   au   paragraphe  précédent,   que 

tous  les  cjcles  de  la  surface  proposée  se  ramèneront  aux  cycles 

de  cette  courbe.  Mais  ces  derniers  ne  sont  pas  distincts  puisque, 

par  une  variation  convenable  de  y,  on  peut,   en  revenant  à  j'„, 

permuter  les  cycles  C  les  uns  dans  les  autres.  Nous  sommes  donc 

déjà  assuré  que  tous  les  cycles  de  la  surface  se  ramèneront  à  un 

seul,  et  nous  pouvons  supposer  que  ce  cycle  unique  est  le  cycle 

C|2.  Enfin,  celui-ci  se  ramène  au  petit  cycle  y  tracé  dans  le  con- 

tinuum  y  ^ y'  autour  de  .r\    et  x.',  ;  ces  deux  dernières   valeurs 

diffèrent  très  peu  elles-mêmes  de  la  valeur  x  =  a,  racine  double 

de  l'équation 

/i.r,b)  =0. 

Or,  l'équation  de  la  surface  peut  s'écrire 

z^-=B{y  —  b)-^k(x  —  ay-^...         (XB  ^  o), 

les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  au  premier;  il  en 
résulte  que  le  point  («,  6,  o)  est  un  point  simple  de  la  surface. 
Nous  avons  donc  un  cycle  très  petit  tracé  dans  le  voisinage  d'un 
point  simple  de  la  surface;  or,  un  tel  cycle  se  ramène  manifeste- 
ment à  zéro,  car,  si  l'on  considère,  dans  l'équation  de  la  surface, 
y  comme  fonction  de  x  et  de  z,   on  n'a  jilus  aucune  singularité. 
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Nous  avons  donc  ili'montré  i|iu'.  pour  la  surlace 

tous  les  cycles  se  réduisent  à  des  cycles  nuls;  on  a,  par  suilc, 
pour  celle  surface,  p,  =  i . 

13.  Nous  avons  supposé,  dans  le  paragrapiie  précédenl,  que 
y(x,_j')  élait  le  polynôme  le  plus  général  de  son  degré,  mais  on 
voit  facilement  rpic  la  conclusion  sera  la  même  dans  bien  d'autres 
cas.  Si  l\)n  rénécliit  à  lanalvse  <|ui  vient  dt'trc  développée,  on 
voit  (pic  son  succès  tient  à  la  circonsiaiice  suivante  :  Etant  donnés 
deux  groupes  de  deux  racines 

(x?,xj)     et     (r?,rî,), 

on  peut,  rjiKtndf  est  un  polynôme  général,  en  faisant  décrire 
à  j'  un  chemin  convenable  partant  de  j-g  et  y  revenant,  passer 
du  premier  groupe  au  second.  En  eflet,  on  peut  d'abord  trans- 
former chacun  des  groupes  précédents  de  manière  que  lune  de 
ces  racines  soient  x";  on  aura  ainsi  les  deux  groupes 

(.rl.Tl)     et     (J-Î,.r?^)        (a  *;  i.  3  .:^  i). 

Si  a  =  [î,  la  remarque  est  èlaldic;  dans  le  cas  contraire,  on 
pourra  faire  décrire  à  j',  partant  de  yg  et  y  revenant,  des  lacets 
(pii  tiansformeront  jrj  en  x^  sans  modifier  .^•',',  cl  nous  avons 
encore  le  xcsultal  voulu. 

La  circonstance  indiquée  peut  se  présenter,  même  quand 
f{x,y)  est  un  polynôme  très  parliculier.  Il  suffira  que  l'on  puisse 
trouver  un  système  tic  m  —  i  lacets  binaires  permutant  .r"  el  .r", 
puis  une  des  deux  racines  x",  x"  avec  une  troisième  x",  el  ensuite 
une  des  trois  racines  .r",  J'",  J'"  avec  une  qualrième  .r",  el  ainsi  de 
suilc.  Il  en  sera  ainsi,  en  parliculier,  si  tous  les  points  de  rami- 
fication pcrniiilcnt  sinilmunl  deux  racines. 

1  '(.  Nous  avons  considéré  (n"  12)  une  surface  d'une  forme  |>ar- 
liculière;  on  peut  déjà  présumer,  d'.quès  le  résultat  oblenii,  que, 
pour  la  smlacc  la  plus  g('>nérale  de  dcyri' //;,  on  aura  aussi /)|  =  l. 
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Pour  le  voir  netlemenl,  prenons  la  surface 

-"'=/(^,J')- 

o\i/{x,y)  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  »i.  Les  raisonne- 
ments, faits  pour  le  cas  de  m  =  2,  sont  applicables  avec  bien  peu 
de  modifications;  tous  les  cycles  de  la  courbe 

où  l'on  regarde  y  comme  un  paramètre,  peuvent  être  obtenus 
de  la  manière  suivante.  Soient  Xt,  x.,  . . . ,  x„i  les  m  racines  de 
l'équation 

on  aura  un  cycle  en  décrivant  p  fois  un  lacet  autour  d'une  racine 
Xi,  et  en  faisant  suivre  ce  cliemin  d'un  lacet  décrit  m  — p  fois 
autour  d'une  autre  racine  Xk-  Si  l'on  donne  à  y  une  valeur  voi- 
sine d'une  valeur  singulière,  on  aura  deux  racines  x^  ela^a,  par 
exemple,  voisines  l'une  de  l'autre,  et  les  deux  lacets,  formant  le 
cycle  précédent,  peuvent  être  pris  très  petits,  de  sorte  que  le 
cycle  considéré  est  un  cycle  infiniment  petit.  Il  n'y  a  alors  rien  à 
changer  aux  raisonnements  faits  plus  haut  :  nous  sommes  encore 
conduits  à  des  cycles  inliniment  petits  dans  le  voisinage  d'un 
point  simple  de  la  surface,  el  par  suite  tous  les  cycles  se  ramè- 
nent à  zéro. 

La  surface  précédente  a  encore  une  équation  de  forme  particu- 
lière, mais  elle  n'a  pas  de  points  multiples.  Or,  si  l'on  prend  une 
surface  de  degré  m  sans  singularités,  et  que  l'on  fasse  varier, 
d'une  manière  continue,  les  coefficients  de  son  équation  sans  que 
la  surface  acquière  jamais  de  points  singuliers,  la  connexion  li- 
néaire ne  variera  pas,  puisque  la  surface,  pendant  sa  déformation, 
n'arrive  jamais  à  se  couper  elle-même,  et  que  tout  cycle  infini- 
ment petit  ne  cesse  pas  d'être  réductible  à  un  cycle  nul.  Nous 
avons  donc  établi  que  tous  les  cycles  linéaires  d'une  surface  de 
degré  m,  sans  points  singuliers,  se  ramènent  à  zéro  ;  on  a,  par 
suite,  pour  cette  sur/ace 

P\  =  '. 

comme  nous  l'avons  énoncé. 
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15.  Nous  avons  rcnconlré,  clans  les  démonslralions  précé- 
dentes, des  cycles  infinimcnl  pclils  auloiir  de  points  simples  de 
la  surface.  De  pareils  cycles  se  réduisent  à  des  cycles  nuls,  mais 
un  cycle  infinimcnl  petit,  dans  le  l'oisinage  d'un  point  sin- 
gulier d'une  surface  algéhriijue,  peut  ne  pas  se  réduire  à  un 
cycle  mil.  On  conroil,  en  fflct,  ipi'à  une  courbe  infiniment  petite, 
tracée  dans  le  voisinage  diin  point  mullij>le,  puisse  correspondre 
«ne  courbe  finie  sur  la  surface  sans  singularités,  d'un  espace  à 
cinq  dimensions,  à  laquelle  est  équivalente  notre  surface,  l'our 
en  avoir  un  exemple  très  simple,  il  suHira  <lo  considérer  un  cône 


de  degré  m,   ayant  son  sommet  en  x  =_i'  =  :;  =  o.  Considérons 
Q ( .r. ^'.  z){t  d) r  ft.r  i 


l'intégrale 


(3) 


/' 


Q(.r,  1-,  ;;)  étant  un  polynôme  bomogène  adjoint  d'ordre  m  —  3, 
pour  la  courlie  représentée  en  coordonnées  bomogènes  par  s  ^  o  ; 
cette  intégrale  est  visiblement  une  intégrale  de  dinVrentielle 
totale,  et  l'on  peut  aussi  la  regarder  comme  une  intégrale  de  pre- 
mière espèce,  relative  à  cette  courbe  que  nous  supposerons  de 
genre  supérieur  à  zéro.  On  pourra  avoir,  dans  le  voisinage  de 
a"  =  o,  _^'  =  o,  z  ^^  o,  un  cyele  inliiiimcnt  petit  qui  ne  se  réduise 
pas  à  un  cvcle  nul;  il  est  possible,  en  ellet.  d'avoir  des  cycles 
inliniiiirni  pclils  ])oiir  lesipiels  la  pi'riodc  (le  l'inlégrale  précé- 
dente sera  dillerente  de  zéro.  Il  siiflil  de  prendre  un  cvcle  sur  la 
surface  de  iliemann  correspondanl  à  la  courbe 

<i(H,  l'.   l)  =  O 

et  de  poser 

T  Y 

-  =  H.  ^   =  V\ 

pour  z  =  £,  correspond,  sur  la  surface,  un  cycle  infiniment  pelil 
.si  £  est  infiniment  pelil.  rt  pour  ce  cycle  l'intégrale  (3)  aura  une 
valeur  dillerente  de  zéro  :  le  cycle  in  finiinenl  /letit  ne  se  réduira 
donc  pas  ici  à  un  cycle  nul. 

iri,    Iinlupions,  de  suite,  une  classe  assez  étendue  de  surfaces 
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pour  laquelle  le  nombre/?,  sera  supérieur  à  l'unilé.  Soit  une  sur- 
i'aceypour  laquelle  les  coordonnées  (i',  JK,  :)  d'un  point  quel- 
conque soient  susceptibles  de  s'exprimer  de  la  manière  suivante  : 

a;  =  R,(a,  p,aM3'), 

les  R  étant  fonctions  rationnelles  des  a  et  des  jj,  et  l'on  a 

9(a,  P)=o,         i;.(a',  ["i')  =  o, 

o  et 'h  étant  des  polynômes  irrétluclii)les  ;  on  suppose,  de  plus, 
([u'à  un  point  arbitraire  (x,y.:-)  de  la  surface  ne  correspond 
qu'un  seul  système  de  valeurs  de  (a,  [j)  et  (a',  [j'). 

Si  l'on  considère  les  deux  surfaces  de  Rieinann  correspondant 
aux  courbes  o  et  'h,  l'ensemble  de  ces  deux  surfaces  forme  un 
continuum  fermé  à  quatre  dimensions,  qui  correspond,  point 
par  point,  à  la  surface/.  Or,  nous  avons  étudié  précédemment 
(n"  21,  Chap.  Il)  ce  continuum;  on  aura  donc 

p,  =  ip-i-ip'-^i, 

en  désignant  par  p  et  p'  les  genres  respectifs  des  courbes  -j  et  ']/. 

IV.  —  Étude  plus  approfondie  du  nombre  des  cycles  linéaires 
d'une  surface  donnée  ('). 

17.  Abordons  maintenant  la  rccberciic  du  nombre  p,  relatif  à 
la  connexion  linéaire  d'une  surface  donnée 

nous  supposerons  que  les  axes  sont  quelconques  par  rapport  à  la 
surface  et  que  celle-ci  n'a  que  des  singularités  ordinaires.  Nous 
avons,  dans  ce  qui  précède,  ramené  tout  cycle  linéaire  de  la  surface 
dans  un  continuum  j' z=  C,  et  étudié  sa  déformation  d'une  ma- 
nière géométrique.  Ceci  nous  a  suffi  pour  montrer  que  /?,   était 


(•  )  É.  Picard,  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  de  deux  variables, 
et  Sur  la  théorie  des  sur/aces  algébriques  au  point  de  vue  de  la  Géométrie 
de  situation  et  sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  {Comptes  rendus, 
i5  mars  1897). 
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égal  ;'i  l'iiiiiu-  pDiii-  la  surface  générale  «l'un  degré  donné,  niais  il 
ne  paraît  pas  possible  d'aller  liien  loin,  par  cetle  voie  géomélriqiie 
el  de  suivre  ninsi  ht  (nins/ornirilion  des  cycles  sur  la  surface 
de  Rie  ma  un 

correspondant  à  la  relation  algébrique  entre  x  et  :,  surface  de 
Ilieniaiiri  dépendant  du  paranièlre  arbitraire  y.  Quand,  dans  les 
formules  qui  vont  sui\re,  nous  considérerons  j'  comme  un  para- 
mètre, nous  le  surmonterons  d'iiiio  barre. 

IS.  l'dur  jiouvoir  éludlcr  colle  Iransformalion,  nous  allons 
recourir  à  une  considération  qui  va  jouer,  dans  la  suite,  un  rôle 
capital;  quelques  explications  préliminaires  vont  être  nécessaires. 
Nous  parlons  de  la  courbe  (4).  Prenons  une  intégrale  abélienne 
de  seconde  es|iéce,  relative  à  celle  courbe  pour  v  arbitraire; 
nous  pouvons  trouver  une  telle  inh'grale  de  la  forme 

(1)  jF,..r,  =  ,.i.^ 

où  F,  (pri  (Si  iK'cessairement  ralionnelle  en  .r  et  r,  est  aussi  ra- 
tionnelle en  t.  Il  (•>!  elaii-,  en  efl'el.  que,  dans  toutes  les  condi- 
tions à  écrire  pour  qu'une  intégrale  soit  de  seconde  espèce,  les 
points  doubles  de  la  courbe  /  figurent  de  la  même  manière  el, 
par  conséquent,  y  figurera  d'une  manière  rationnelle  dans  l'élé- 
meiil  illH('rfnliil . 

JjCs  périodes  de  l'iiilégralc  (I)  sonl  des  fonctions  de  ^';  elles 
satisfont  à  une  équation  linéaire  dont  les  coefficients  sont  des 
polv  nomes  en  _r,  et  dont  l'indre  est  égal  au  d()ui)le  du  genre  de 
la  relation /si  l'intégrale  est  prise  arbilrairemenl  (').  Nous  dési- 
gnerons par  yy  le  genre  de  la  courbe/,  pour^' arbitraire;  nous 
avons  alors  une  équation  linéaire  E  d'ordre  a/),  à  coefficients 
rationnels,  el  appartenant  à  la  classe  des  équations  de  Fuchs  à 
points  singuliers  réguliers.    Nous  n'aurons  pas  besulu  de  former 


(')  L'élude  (1rs  pd-riodcs  d'une  int<5gralc  ab(ilioniie  relative  à  une  enurhe  alg(5- 
brique  d(!pendanl  de  paramètres  arbitraires  a  ité  faite  par  M.  Tuclis,  dans 
deux   iiii|i()rlants  Mi'inoires  du  Juiii/ial  <lc  Crcllc  (^1.  71  et  73). 
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efiectivement  l'équation  E;  il  nous  suffit  de  connaître  son  existence. 

19.  Les  points  criticjues  de  l'équation  linéaire  E  sont  faciles  à 
trouver  :  ce  seront  nécessairement  les  valeurs  de  j'pour  lesquelles 
le  genre  de  la  courbe  /  descend  au-dessous  de  p.  L'emploi  du 
langage  géométrique  facilite  celte  recherche;  on  a  à  considérer 
les  sections  planes  de  la  surface 

par  les  plans  j'  =  const.  Le  genre  de  la  section  s'aliaissera  d'une 
unité  quand  la  section  sera  tangente  à  la  surface  en  un  point 
simple;  le  point  de  contact  deviendra,  en  effet,  un  point  double 
pour  la  section.  Il  n'y  aura  aucune  autre  valeur  singulière  de  y. 
Les  seules  valeurs  de  y  sur  lesquelles  on  pourrait  a  priori  avoir 
quelque  doute  sont  celles  pour  lesquelles  le  plan  est  tangent  à  la 
courbe  double,  sans  être  langent  à  l'une  des  nappes  de  la  surface 
passant  par  ce  point.  Pour  une  section  voisine,  on  a  deux  points 
doubles;  pour  une  section  tangente  à  la  courbe  double,  ces  deux 
points  doubles  viennent  en  coïncidence,  et  l'on  a  un  contact  de 
deux  branches,  ce  qui  ne  modifie  pas  le  genre  delà  courbe.  Quand 
la  section  passe  par  un  point  triple  de  la  courbe  double,  le  genre 
n'est  pas  non  plus  modifié,  puisque  co  point  triple  remplace  trois 
points  doubles  d'une  section  voisine.  On  voit  facilement  comment 
se  comportent  les  intégrales  de  l'équation  E  en  un  point  singu- 
lier y^  b;  le  plan  y=b  est  tangent  à  la  surface  en  un  point 
(rt,  b,  c).  Nous  pouvons  toujours  supposer  que  la  courbe  de  la 
surface,  correspondant  à  F(x,  •)',-)  =  co,  ne  jiasse  pas  par  les 
points  (a,  b,  c).  Pour  >'  voisin  de  6,  la  courbe 

a  deux  points  de  ramification  voisins  de  (a,  c)  ;  ces  deux  points 
de  ramification  se  confondent  pour  y  =  6  et  leur  superposition 
fait  naître  un  point  double.  Soient  (.r,,  c,  )  et  (jc^,  So)  les  deux 
])oints  de  ramification  voisins  de  (a,  c)  quand  j'  est  voisin  de  b\ 
dans  le  plan  de  la  variable  complexe  x,  ou  a  un  cycle  formé  d'une 
petite  courbe  enveloppant  les  points  .r,  eta'o.  La  période  corres- 
pondante sera  une  fonction  bolomorplie  dey  dans  le  voisinage  de 
y  zz;  b,  et  sa  valeur  poury  =  b  sera,  en  général,  dillérente  de  zéro. 
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mais  clic  correspondra  alors  à  une  |>ériode  logarillimiquc  de  Tin- 
légraie(I)  qui  aura,  au  poinl(rt,c),  un  poinl  logaritluni(|uc.  Une 
seconde  période  de  l'inlégrale  sera  ol)lenuc  à  l'aide  d'un  lacet 
aboutissant  au  point  (^i,  :;i  ),  et  d'un  aulrc  lacet  de  même  origine, 
convenablement  choisi,  aboutissant  à  un  point  de  ramification 
autre  que  (.ro,  :■>)■  Il  s'agit  de  voir  quelle  modification  subira  cette 
période  quand  v  tournera  autour  de  b  ;  figurons  les  points  x,  cl  x<, 
et  l'origine  .l'o  du  lacet.  Nous  avons  à  rcchcrclicr  les  modifications 
des  intégrales  correspondant  à  ces  lacets,  quand  x,  et  x-,  se  per- 
nnitenl.   Dans  cette  pernnilation,  le  lacet  (xoX,)  en  trait  plein 

F'g-  9- 


■'»/'i.,io> 


devient  le  lacet  (xoX^)  en  pointillé.  Désignons  par  :„  et  z'^  les 
deux  valeurs  de  z  en  .r,,  qui  se  changent  l'une  dans  l'autre,  quand 
on  suit  l'un  ou  l'autre  des  deux  lacets.  Montrons  que  l'intégrale  (I), 
prise  suivant  le  lacet  pointillé,  est  égale  à  l'intégrale  (H,  prise  le 
long  du  laccl  plein  (.i-Q.r,)  augmenté  de  l'intégrale  prise  le  long 
d'une  courbe  entourant  x,  et  Xo,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de 
l'intégrale  obtenue  en  parcourant  successivement  les  deux  lacets 
pleins;  soioni,  en  cflol, 

les  valeurs  de  l'intégrale  (I)  prises  de  Xo  en  x,,  en  prenant  res- 
peclivcmcnl  ;,,  et  :•[,  comme  valeurs  initiales  de  :,  et  introduisons 
|)areillcmenl 

i|,  1!,   ei  II, i;,, 

correspoïKlaiil  à  j\tU'2  plein,  cl  à  .ï'jj.r.j  ])oiiilillé.  On  aum 


li.-li'. 
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donc 

U.-i;;=ll.-iî;+[(U,-lî;)  +  (i:;-lU]. 

ce  qui  démontre  la  relation  annoncée. 

L'équation  E  a  donc  une  seconde  intégrale  non  holomorphe 
autour  du  point  b,  et  le  résultat  précédent  montre  qu'elle  forme 
avec  la  première  intégrale  (qui  est  holomorphe),  un  système  de 
deux  intégrales  correspondant  à  une  racine  double  de  l'équation 
fondamentale  déterminante;  un  terme  logarithmique  log(_)'  —  b) 
s'introduit  dans  le  développement  de  la  seconde  intégrale  autour 
àe  y^=b.  Toutes  les  autres  intégrales  de  l'équation  (E)  corres- 
pondant à  des  cycles  de  l'intégrale  (I)  où  ne  figurent  pas  les  lacets 
aboutissant  à  (X),-S|)  et  {x-^-iZo)  seront  holoinorphes  autour  de 
y  =  b. 

D'après  la  forme  même  de  la  substitution  linéaire,  que  nous 
venons  d'obtenir,  correspondant  à  une  rotation  de  y  autour  du 
point  6,  le  groupe  de  l'équation  E  sera  formé  de  substitutions 
linéaires  à  coefficients  entiers  ;  ce  résultat  était  d'ailleurs  évident 
a  priori.  Quand  y  revient  à  son  point  de  départ,  on  trouve  un 
nouveau  système  de  périodes,  et  celles-ci  doivent  être  des  sommes 
de  multiples  des  périodes  initiales. 

Remarquons  encore  que  le  pointy  =  co  ne  sera  pas  un  point  de 
ramification  pour  les  intégrales  de  l'équation  E,  c'est-à-dire  que 
celles-ci  seront  méromorphes  pour  j'  =  oo.  En  effet,  si  dans  l'équa- 
tion 

on  pose  X  =  x'y,  z  =  z' y ,  on  aura  une  équation  de  la  forme 

que  l'on  peut  écrire 

tp(a:',  z')  -I Çi(^',  2')  -i-. . .  =  o. 

Pour^'  =^  co,  la  courbe  devient 

<f(x',z')  =  0; 

elle  est  de  même  genre  que  la  courbe  donnée  pour^  arbitraire  et, 
par  suite,  y^^cc  n'est  pas  un  point  de  ramification  pour  les  inté- 
grales. 

P.   ET  S.  7 


gS  tllAPITBE    IV. 

!2().  Le  cas  le  plus  simple  d"iinc  équalion  difTcrcnlieilc  telle 
que  E  est  celui  de  la  courbe  liyperelliplique 

s*  =  (x—a,)(x  —  af)...{T  —  a„)(x—y), 

OÙ  les  a  sont  des  conslanles  diflerenics.  L'équalion  difTéren- 
lielle  E  que  l'on  oblicnl  alors  rcutrc  dans  un  type  bien  connu, 
celui  des  équations  dilTérenliellcs  hypergéomélriques:  les  points 
singuliers  de  l'équalion  didérentielle  sont  les  points 

cl  les  résultats  énoncés  au  numéro  précédent  se  vérifient  immé- 

(lialemcnt. 

21.  Ces  préliminaires  posés  relalivemenl  à  l'équalion  différen- 
tielle linéaire  E,  revenons  à  la  question  de  la  transformation  des 
cycles  de  la  surface  de  Hiemann  correspondant  à  la  relation  algé- 
liri(]ue  entre  x  el  :; 

dépendant  du  paramètre  arbitraire  y.  C'est  l'équation  E  qui  va 
nous  permellre  de  suivre  la  déformation  des  cycles.  Dans  le  cas 
général,  c'est-à-dire  si/esl  le  polynôme  général  en  x,  y  et  ;,  l'é- 
qualion E  sera  irréductible;  considérons  alors  les  cycles  donnant 
les  9.p  périodes  de  l'intégrale  (I).  Soit  pris  un  de  ces  cycles  el  la 
période  correspondante;  on  faisant  décrire  à  y  tous  les  chemins 
possibles,  nous  reviendrons  au  point  de  dépari  avec  '.>p  détermi- 
nations linéairement  indépendantes  de  la  période.  Suivons  alors 
pendant  la  variation  de  j',  en  même  temps  que  la  variation  de  la 
valeur  de  la  période  initiale,  la  déformation  continue  du  cycle 
correspondant;  nous  arrivons  ainsi  à  v.p  cycles,  cl  par  suite  tous 
les  cycles  se  réduiront  à  l'un  d'entre  eux.  Si  nous  prenons  >■  dans 
le  voisinage  de  la  valeur  singulière  h,  nous  jiourrons  prcnilrc 
comme  cycle  initial  le  cycle  très  petit  entourant  les  deux  jioints 
(x,,  Zi)  el  {x-,,  z->)  voisins  de  [a,  c)  {voir  n"  10);  tous  los  cycles 
se  ramènent  à  ce  cycle  1res  petit  qui  se  ramène  lui-même  à  un 
cycle  nul,  puisqu'on  est  dans  le  voisinage  d'un  point  sim|)lc  de  la 
surface  :  nous  retrouvons  le  résultai  déjà  obtenu  que  p,  =  i 
pour  la  surface  générale  d'un  degré  donné,  et  la  conclusion  précé- 
dente subsistera  dans  tous  les  cas  où  l'êipiation  E  sera  irréductible. 
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22.  Plaçons-nous  maintenant  à  un  point  de  vue  un  peu  difTé- 
rent.  Désignons  par 

Wi,       Wi.        ....       h>,p 

un  système  de  ip  périodes;  toute  substitution  du  groupe  de  l'é- 
qualion  linéaire  E  est  de  la  forme 

(S)  tî,  =  7?i'j  (1), -1- ni'j  Wo  +  . .  .H- m'2;,c02^         ((' =  I,  2,  .  . .,  2/)), 

les  m  étant  des  entiers;  une  telle  substitution  S  correspond  à 
une  certaine  circulation  de  y  et  les  Q  indiquent  ce  que  sont  de- 
venus les  w  après  cette  circulation.  Les  équations  S  peuvent  aussi 
se  lire  sous  forme  géométrique;  elles  indiquent,  si  C,,  ...,  C,^ 
indiquent  les  cycles  correspondant  aux  périodes  W|,  Wo,  ■.-,  Wj^, 
que  le  cycle  C, ,  par  exemple,  s'est  déformé  avec  la  variation  dey 
et  s'est  transformé  en  une  somme  de  m\  fois  le  cycle  C,  plus  m!, 
fois  le  cycle  Co,  plus  etc.,  plus  m^p  fois  le  cycle  Cap. 

Envisageons  maintenant  le  continuum  à  quatre  dimensions  re- 
présenté par  l'équation /(j-,  y,  z)  =  o.  Sur  cette  variété,  à  chaque 
valeur  de  y  correspondent,  conformément  à  ce  qui  précède,  2p 
cycles  C|,  C2,  .-.,  Cîp,  et  chacun  d'eux,  par  une  circulation  con- 
venable de  y,  se  ramène  à  une  somme  de  multiples  des  autres. 
L'ensemble  de  ces  cycles  et  du  transformé  de  l'un  d'eux  forme 
donc  une  frontière  complète.  Par  suite,  si  l'on  considère  une  inté- 
grale de  différentielle  totale  de  la  nature  de  celles  envisagées 
(Chap.  II,  n"  16)  dans  VAnalysis  silus,  et  si  l'on  désigne  par 

Pi,     p.,     ...,    P-2„ 

ses  périodes  relativement  aux  cycles  C),  Co,  ...,  C-.p,  la  période 
correspondant  au  cycle  transformé  de  C,  sera  encore  P,,  et  de 
même  pour  les  autres.  On  aura  donc 

(7:)         Pi^  m\Pi+miP.2-i-...-i-m{,,V.2,,         (i  =  i,  7.,  .  . .,  y.p), 

et  à  chaque  substitution  du  groupe  de  l'équation  correspondront 
2p  équations  de  cette  forme.  Il  arrivera,  en  général,  cjue,  pour  une 
substitution  arbitraire  de  ce  groupe,  ces  équations  donneront 
seulement 

Donc,  pour  une  intégrale  arbitraire  toutes  les  périodes  sont  nulles, 
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et  nous  reloml)ons  alors  de  nouveau  sur  le  fait  que  Ions  les  cvcles 
se  réduisenl  à  zéro,  c'esl-à-dirc  (jue  />,  =  i.  .Mais  il  arrivera  cer- 
tainement, si  />,  >  I ,  que  les  équations  (-),  correspondant  à  toutes 
les  substitutions  du  groupe  de  l'équation  (E),  pourront  être  vé- 
rifiées aulicincnl  qu'en  annulant  tous  les  P.  Supposons  alors  que 
de  l'ensemble  des  équations  (t)  on  puisse  tirer  2/>  —  r  des  quan- 
tités P  en  fonction  des  /•  autres  restant  arbitraires,  il  est  clair  que 
les  périodes  P  pourront  certainement  se  réduire  à  r  d'entre  elles, 
et  par  suite  le  nombre  des  cycles  linéotres  distincts  de  lo  sur- 
face sera  au  plus  éi^al  à  r. 

Il  n'j  a  pas  théoriquement  de  difficultés  impraticables  à  cal- 
culer /•;  on  peut  en  efi'et  concevoir  que  l'on  forme  le  groupe  de 
ré(jualion,  et  il  suffit  de  former  les  équations  (-)  pour  les  substi- 
tutions fondamentales  du  groupe.  En  fait,  ces  calculs  seraient  bien 
pénibles  et  ce  sont  des  considérations  différentes  qui  nous  per- 
nietlronl,  au  Chapitre  VI,  de  calculer  /■. 

Les  considérations  précédentes,  basées  sur  l'étude  d'une  inti'grale 
de  deuxième  espèce  dont  les  périodes  sont  fonctions  dey,  ne  nous 
permettent  pas  d'affirmer  que  /•  est  égal  à  p,  —  i ,  parce  que  nous 
n'avons  envisagé,  en  définitive,  que  des  déformations  particulières 
de  cjcles  correspondant  à  la  déformation  de  la  surface  de  Rieniann 
/[x,y,  5)^0.  Ce  nombre  /•  jusqu'ici  doit  donc  être  envisagé 
comme  un  maximum  de  p, —  1,  mais  nous  allons  établir  i|u'il 
est  elTcctivement  égal  à  ce  nombre.  Il  nous  suffira  pour  cela  de 
montrer  que  l'on  peut  former  une  inli'grale  de  difiérenticlle  totale 
ayant  sur  la  surface  /•  périodes  arbitraires  données  à  l'avance  dont 
aucune  ne  provienne  d'une  courbe  logarithmique. 

23.  Considérons  2/7  intégrales  quelconques  de  seconde  espèce 
telles  que  l(n°  18),  relatives  à  la  courbe/(^.r,  _)',  z)=  o.  Désignons- 
les  ('  )  par 

rFi{T,y,3)(iT 
h=  j  f, (/  =  i,-j,  ...,»./.). 

Ces    intégrales  ont  chacune    •>./'    périodes    correspondant    aux 


(')  Il  sera  établi  au  n*  Il   du  Chapitre  YI   que  l'on  peut  supposer  que  les  F 
sont  des  polynômes  en  x,  y  ol  z. 
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mêmes  cycles  et  ont  par  suite  le  même  groupe  de  substitutions. 
Nous  allons  chercher  si  l'on  peut  déterminer  des  fonctions  ra- 
tionnelles àe  y 

de  telle  sorte  que  les  périodes  de  l'intégrale 

«]  Il  +  «2  L  + .  .  . -I- cta/,  f2/) 
ne  dépendent  pas  de  j'.  Soient 

o.î,      l4,      ...,      uji^p 

les  2p  périodes  de  1^  ;  nous  avons  à  écrire  les  2/?  équations 

rti(o|-i-  a2w|.  +  -  •  .-i-a.2p(.'ili'=  l'i         (/.-  =  1,2,  ...,-îp), 

les  P  étant  des  constantes.  Supposons  que  ces  constantes  satis- 
fassent à  l'ensemble  des  équations  (~);  je  dis  qu'alors  les  2p 
équations  précédentes  déterminent  pour  les  a  des  fonctions  ra- 
tionnelles dey. 

Faisons,  en  effet,  décrire  h  y  un  chemin  fermé  auquel  corres- 
pond la  substitution  (S);  les  équations  précédentes  deviennent 

,1,9.1  +  «2  «!  +  .  .  .  -t-  ^2,.  P-l"  =  P/.-  {  A-  =  1 ,  2,   .  .  .  ,  2/)  ). 

Mais  d'après  les  valeurs  (S),  et  puisque  les  P  satisfont  aux  équa- 
tions (-),  ce  système  d'équations  en  a  sera  identique  au  précédent. 
On  aura  donc  pour  les  a  des  fonctions  uniformes  de  j'  et  par  suite 
des  fonctions  rationnelles. 

Parmi  les  constantes  P,  il  yen  a  /•  d'arbitraires  et  aucune  d'elles 
ne  provient  d'un  point  singulier  logarithmique.  Pour  le  prouver 
il  nous  suffit  de  montrer  que  la  période  de  l'intégrale  relative  au 
chemin  d'intégration  envisagé  au  n°  19,  entourant  deux  points  de 
ramification  voisins  x,  et  .r^  de  la  fonction  :;  de  x,  correspondant 
à  une  valeur  jK  voisine  de  b,  est  nulle.  Soit  w,  cette  période  qui 
est  une  fonction  holomorphe  de  y  autour  de  y  =  b  :  il  y  a  une 
seconde  période  w^  correspondant  à  un  chemin  entourant  seule- 
ment un  des  points,  soit  œ,,  et  un  ou  plusieurs  autres  points  de 
ramification  autres  que  .^2,  celte  période  coo  se  transformant  en 
to^+io,.  Or,  pour  l'intégrale  considérée,  ces  périodes   sont  des 
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conslantcs  ;  on  aura  donc 

et  par  suite  to,  est  égal  à  zéro. 

Je  dis  mainlenanl  qu'il  y  aura  une  intégrale  Je  dilTérenlielie 
totale 

r  H  dx  -T-  S  (ly, 

où  R  et  S  sont  des  fonctions  rationnelles  de  x,  y^  ;,  dans  laquelle 

f/|  F,-l-  CT.Fj-»-.  .   .-H   (7;,,  Fj,, 

R=    -y, 

Pour  le  montrer,  il  faut  déterminer  S;  on  devra  avoir 

dS  _  dR 

dx        iiy 

en  désignant,  bien  entendu,  par  —  la  dérivée  partielle,  par  rapport 

ky,  de  U  considérée  comme  fonction  de  x  c\.y. 
On  pense  d'abord  à  prendre 

L'intégration  qui  figure  dans  l'expression  de  S  est  faite  en  donnant 
à  y  une  valeur  constante  d'ailleurs  arbitraire,  et  x^  est  une  con- 
stante fixe.  On  a  f{x,y,  :)=  o,  et  ;,  est  une  racine  de  l'équa- 
tion/(.To.j,  :;,)=  o. 

L'expression  de  S,  ainsi  obtenue,  n'a  (ju'un  nombre  limité  de 
valeurs  :  elle  n'est  pas  fonction  rationnelle  de  x,  y,  z,  mais  de  x, 
j-,  z  et,  en  plus,  de  :,  ;  nous  éviterons  cette  ambiguïté  en  consi- 
di'-rant  la  somme 

f  R{a;r,z)dx-i-  Rix.y,  z)dx -^. .  .-^  R{x,y,z)dx, 

Z,,  Zi,  —  z,„  étant  les  m  racines  de  l'éipiation 

Cette  somme  a  une  valeur  déterminée,  à  un  multiple  près  des  pi'-- 
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riodes,  en  un  point  arbitraire  (x,  r,  :■)  de  la  surface 


et  par  conséquent 


èiiix"/^"'^'''^''"] 


aura  une  valeur  unique  en  chaque  point  (-«■,  JK,  s)  de  la  surface, 
puisque  les  périodes  des  intégrales  ne  dépendent  pas  dey.  Par 
suite  cette  expression  sera  une  fonction  rationnelle  de  x,  y,  3,  car 
les  points  singuliers  de  cette  fonction  ne  peuvent  être  des  points 
singuliers  essentiels.  Nous  prendrons  maintenant  la  fraction  ra- 
tionnelle 


-       -^  ni  dy 


2     jT"'      R  (■'":/-  ^K'^- 


Sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  x 


-  —  [/«R(.r,j',  z)] 
m  ày 


sera  par  conséquent  la   dérivée  partielle  par   rapport  à  y  de  la 

fondit 

totale 


fonction   R.   Nous    aurons    donc   une   intégrale   de   difTérenlielle 


/" 


dx  -h  ?i  dv 


où  R  et  S  sont  des  fonctions  rationnelles  de  .r,  y  et  z. 
l'ar  hypothèse,  pour  y  constant  et  arbitraire,  l'intégrale 

JK{^x,y,z)dx 

est  une  intégrale  de  seconde  espèce;  montrons  pareillement  que 
l'intégrale 

(5)  Js{x,y,z)dy 

est  une  intégrale  de  seconde  espèce  pour  la  courbe  entre  j)'  et  ; 

f{x,y,z)=o, 
X  ayant  une  valeur  constante  et  arbitraire. 
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Or  la  valeur  de  rinlégrale  (5)  regardée  comme  intégrale  indé- 
finie est  visiblemenl  égale  à 

(6)  77,^  I       R<^.r-)'/-p, 

les  intégrales  dans  (6)  étant  relatives  à  la  courbe  /{ .i\  y,  ;  I  =  o. 
Pour  un  sjslème  de  valeurs  {x,  y,  z),  l'expression  (6)  aura  un 
nombre  fini  de  valeurs  difTérenles  à  des  multiples  près  de  certaines 
périodes  qui  sont  les  périodes  désignées  par  P.  11  faut  montrer 
que,  parmi  ces  périodes,  il  n'y  a  pas  de  périodes  provenant  d'un 
point  singulier  logaritlimique.  Nous  devons  donc  étudier  l'ex- 
pression (6)  en  la  regardant  comme  fonction  de  y,  tandis  que  x 
et  X(,  ont  des  valeurs  fixes.  Or  cette  expression  aura  d'abord  comme 
points  singuliers  les  valeurs  dcj-  points  critiques  de  la  fonction  algé- 
brique :  de  y  définie  par^^x,  y,  ;j=;o;  mais  il  est  évident  que 
ces  points  sont  des  points  singuliers  algébriques.  Elle  pourrait 
encore  avoir  pour  points  singuliers  les  points j)'^  b;  il  faudrait 
alors,  en  désignant  par  X|  et  t.,  les  deux  points  voisins  de  ramifi- 
cation de  la  fonction  ;;  de  x  correspondant  à  une  valeur  de -»-  voi- 
sine de  b  qu'on  eût  le  chemin  d'inlt'-gration  passant  entre  .t',  et  x-,- 
11  s'agit  de  voir  ce  que  deviennent  dans  ces  conditions  les  inté- 
grales figurant  dans  (6).  Or  soit  l'intégrale  de  rang  /';  les  valeurs 


initiale  et  finale  sont  ;,  cl  :;  pour  la  fonction  z;  on  pourra  certaine- 
ment trouver  un  autre  chemin  C  allant  dexo  à  x  et  avec  les  mêmes 
valeurs  initiale  et  finale  pour  la  fonction  ;.  La  valeur  de  l'intégrale 
le  long  de  C  pourra  donc  se  remplacer  par  l'intégrale  prise  le  long 
du  contour  fermé  formé  de  C  et  C  augmentée  d'une  intc'grale  prise 
le  long  de  C.  La  première  de  ces  inti'-grales  donne  une  jiériode,  la 
ïccoade  sera  holomorphe  dans  le  voisinage  de y=^b.  l*'aisoii»  main- 
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tenant  tourner jk  autour  de  b  en  revenant  au  point  de  départ;  nous 
devons  prendre  pour  (G)  la  différence  des  valeurs  initiale  et  finale. 
Mais,  la  période  étant  indépendante  de  r,  cetle  différence  sera 
nulle,  et  par  suitey=6  n'est  pas  un  point  singulier  logarithmique 
pour  l'intégrale  (5). 

On  pourrait  encore  démontrer  le  résultat  précédent  de  la  ma- 
nière suivante  :  quand  r  a  fait  un  tour  autour  de  6,  il  j  a  eu  per- 
mutation entre  x^  et./-2,  et  l'on  a  alors,  au  lieu  de  la  figure  précé- 
dente, la  disposition  suivante  {fig.  1 1)-  On  voit  de  suite  que  l'in- 
tégrale prise  le  long  du  trait  plein  est  égale  à  l'intégrale  prise 
le  long  du  trait  pointillé,  augmentée  de  l'intégrale  prise  le  long 
d'un  chemin  partant  de  j'o  cl  entourant  ^|  et  .zu,  et  cette  dernière 
intégrale  est  nulle,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment. 


Fig.  II. 


Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  quejK  restait  à  dis- 
tance finie.  Pour  étudier  le  cas  où  y  est  dans  le  voisinage  du 
point  »,  posons,  comme  au  n"  19, 

X  =  x'y,        z  =  z'y. 
L'expression  (6)  devient  une  expression  de  la  forme 


j         K'(x\  y,z')dx', 


X  ,  z   et  y  étant  liées  par  la  relation 


(f{x',z')-h  --<oi(x',z')-h...=  o. 

Or,  pour  J' voisin  de  l'co,  les  points  critiques  x\,  x'.-,,  ...  delà 
fonction  s'  de  x'  définie  par  cette  équation  sont  distincts  et  restent 
distincts  pour  j'  =  co.  Il  n'y  a  donc  aucune  difficulté  ;  la  somme  (6) 
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reslc  imiCormc  dans  le  voisinage  âc.  y  -=  x.  el  par  suilo  ce  point 
n'est  pas  un  point  singulier  logaritlirni(]iir  pour  l'intégrale  (5). 
Il  résulte  do  celle  analyse  que,  pour  x  arbilmire.  r intégrale 


f'~ 


est  une  intégrale  de  seconde  espèce  pour  la  courbe  fix, y,  z)—--o. 

21.   Nous  venons  de  fnrnior  une  intégrale  de  difTérentiellc  to- 
tale 

(  7  »  I   Kdx      S  dy 

où  R  el  S  sont  des  fondions  de  x,  y  c\.  z\  elle  a  /•  périodes  arbi- 
traires. Le  long  de  loul  cycle  inTiniinent  petit,  la  valeur  de  celle 
intégrale  csl  égale  à  zéro.  La  chose  est  évidente,  car  la  surface 
n'ay;inl  f|uc  des  singularités  ordinaires,  loul  cmIc  infiniment 
pclil  peut  se  ramener  à  un  cycle  iii/ininn'iil  petit  situé  soit  dans 
un  continuuni  )■  =  const.,  soit  dans  un  conlinuuui  x  =n  const.  Or 
nous  avons  vu  ipjr  les  deux  intégrales 


fwd.r     .1      fi'fly 


sont  de  seconde  espèce  :  donc  la  valeur  de  l'intégrale  sera  nulle 
sur  le  cycle  considéré. 

Nous  allons  tirer  de  là  une  conséquence  de  grande  impor- 
tance.  L'intégrale  (7)  ayant  /•  périodes,  il  n'est  pas  possible  que 

yi  —  I  <  '•. 

car  alors  quelqu'une  des  périodes  proviendrait  d'un  cycle  infini- 
ment petit,  cl  nous  venons  de  voir  qu'il  ne  peut  en  èlie  ainsi, 
l'énonçons  donc  le  ihéorème  suivant  : 

Le  nombre  p^  relatif  à  la  connexion  linéaire  de  la  surjace 
est  égal  à  /■  H-  1  ■ 

2o.  Nous  n"irons  pas,  pour  le  moment,  plus  loin  dans  celle 
élude,  qui  sera  reprise  au  Chapitre  \'l,  quand  nous  étudierons  les 
intégrales  de  seconde  espèce.  Nous  pouvons  dire  par  .i\auee  (pie 
l'intégrale  {-)  est  une  intégrale  de  seconde  espèce,  et  l'analyse 
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de  celle  Section  établit  une  relation  élroile  entre  la  connexion 
linéaire  et  les  intégrales  de  différentielles  totales  de  seconde 
espèce.  C'est  là  un  résultai  capital,  qui  donne  une  base  solide  à 
l'étude  de  la  connexion  linéaire  des  surfaces  algébriques,  mais  ce 
ne  sera  qu'après  avoir  fait  l'élude  des  intégrales  de  seconde  espèce 
que  nous  pourrons  reprendre  l'élude  du  nombre  />,  el  montrer 
comment  on  peut  effectivement  calculer  /•.  Disons  seulement  en 
ce  moment  que  pour  une  surface  il  y  a  p^  —  i  intégrales  dis- 
tinctes de  différentielles  totales  de  seconde  espèce  :  énoncé  qui 
rappelle  une  proposition  classique  dans  la  ibcorie  des  courbes 
algébriques. 

V.  —  Premier  aperçu  sur  la  connexion  à  deux  dimensions  (  '). 

26.  Nous  avons  défini,  d'une  manière  générale,  la  connexion 
p-i  à  deux  dimensions  d'une  surface  algébrique.  Nous  ne  voulons 
pas,  pour  le  moment,  approfondir  celte  notion,  mais  nous  tenons 
à  montrer,  dès  maintenant,  la  dilTérence  considérable  qui  existe 
entre/?,  et  /Jo.  Gomme  nous  l'avons  vu,  la  connexion  />,  est  la 
même,  pour  une  surface  prise  arbitrairement,  que  pour  le  conli- 
nuum  coi-respondant  aux  deux  variables  indépendanles  illimitées 
X  ei  y,  c'est-à-dire  que/>i=  i  ;  il  en  est  tout  autrement  pour  p.,, 
qui  a,  en  général,  une  valeur  supérieure  à  la  valeur  trois  corres- 
pondant à  ce  conlinuum  ;  par  suite,  c'est  dans  la  théorie  des  cycles 
à  deux  dimensions  d'une  surface  que  se  irow^'e  la  véritable  gé- 
néralisation de  la  théorie  des  cycles  d' une  courbe  algébrique, 
généralisation  que  n'avaient  pas  donnée  les  cycles  linéaires. 

Les  domaines  fermés  à  deux  dimensions,  servant  à  la  défini- 
tion de  P2,  sont  les  surfaces  cycliques  ou  les  cycles  à  deux  di- 
mensions de  la  surface  s.  Il  est  clair  que  toute  courbe  fermée  à 
une  dimension,  tracée  sur  un  cjcle  à  deux  dimensions,  est  un 
cycle  linéaire  de  la  surface. 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  question  des  cycles  à  deux  dimensions 
est  intimement  liée  à  celle  de  la  transformation  des  cycles  linéaires 
en  eux-mêmes.  Nous  avons  étudié,  dans  la  Srction  précédente,  la 
transformation  des  cycles  de  la  surface  de  Riemann,  définie  par 

(  '  )  E.  Picard  {Journal  de  Mathématiques,  p.  189;  1889). 
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la  relation  aly-ljriijiiu  ciilro  .r  et  ;, 

Reprenons  rôcjualion  difTcrenlielle  linéaire  E  qui  a  jout-  le  rôle 
essentiel  dans  celle  tliéorie;  à  une  inlégrale  w  de  celle  ('-quation 
correspond  un  cortain  ovcle  P  de  la  courbe  précédenle.  Faisons 
alors  varier  y;  le  cycle  F  se  dt'fornie,  comme  nous  l'avons  ex- 
pliqué. Si  maintenant,  y  revenant  à  sa  valeur  initiale,  l'intégrale 
w  revienl  à  sa  valeur  Initiale,  le  cycle  F  re\iendra,  à  la  fin,  sur  sa 
position  initiale  cl  nous  aurons  un  exemple  d'un  cycle  à  deux 
dimensions  de  f  engendn-  par  le  déplacement  de  la  courbe  V. 
Désignons  toujours  par 


un  système  d'intégrales  de  {'l'ijuation  E;  à  quelles  conditions  une 
substitution  S  du  :;rciiipe  de  réf|ualion  E  sera-t-ellc  susceptible 
de  donner  une  sLirlacc  cvclicpie?  Soient 


(S) 


I  ;  w  1  ■ 


('■=■,'- 


•'/'), 


les  équations  de  la  substitution  S;  on  devra  pouvoir  trouver  une 
certaine  combinaison  liin'aire 

i\Il  (0|  -i-   INI,  (Oo  +  .      .—  y\ipt02,,. 

à  coefficients  entiers,  que  I. lissera  invaiiuijlc  la  substitution  S,  ce 
qui  exige  (juc  l'on  ail 

II]  —  I  //)  I  ...  /;(  ;  '' 

m .',         »i  3  —  1      ...  «I  :,  '' 


.1,, 


'"il. 


III; 


l> 1 


\  toiilr  subsliluliou  S  du  groupe  de  l'éfpiation,  satisfaisant  à  la 
relation  |)récédente,  correspond  un  cycle  à  deux  dimensions  qui 
peut  d'ailleurs  être  susecplilde  tle  se  ramènera  un  point  ou  à 
une  ligne,  ou  au  coniiiiuuin  .r:^const..  ou  au  continuum 
y  =  consl. 

127.  <  )n  \(]il  (|ur  iii  considéraliiin  des  surfaces  cv cliques  con- 
duit à  uni'  liiiricssante  question  rclatls  cniriil  àréi|uatioii  linéaire 
E;  cette  (|Ne-.|iiiii  i>t  celle    des   c)  (/<',<   //(■   cel/e   érpiiition ,  c'est- 
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à-dire  des  contours  fermés  ramenant  la  même  valeur  d'une  inté- 
grale convenable  de  cette  équation  difTérentielIe  quand  on  revient 
au  point  de  départ  après  avoir  parcouru  le  contour.  Mais,  comme 
il  a  été  dit  plus  haut,  nous  ne  voulons  pas  pour  le  moment  appro- 
fondir ces  questions;  montrons  seulement  que,  en  général,  une 
surface  aura  des  cycles  à  deux  dimensions  qui  ne  seront  pas  sus- 
ceptibles, par  une  déformation  conlinuc,  de  se  réduire  à  un  point 
ou  à  une  ligne,  ni  à  un  continuum  x  ^^  const.  ou  à  un  continiium 
y  =  const. 

Nous  le  montrerons  aisément  en  anticipant  sur  une  notion  qui 
sera  exposée  plus  loin,  celle  des  intégrales  doubles  de  première 
espèce  (Cliap.  Vil),  c'est-à-dire  des  intégrales  doubles  restant 
toujours  finies.  Soit  une  telle  intégrale 

(K)  jp(.,y,j),lrr,y^ 

où  Q(.r,j',  :)  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  m  —  4»  si  la 
surface  de  degré  m,  représentée  par  l'équation 

f{x,y,  s)  =  0, 
n'a  aucune  singularité. 

Nous  allons  voir  que  la  surface  a  certainement  des  cycles  à 
deux  dimensions  pour  lesquels  l'intégrale  (K.)  a  une  valeur  diffé- 
rente de  zéro;  il  en  résultera  nécessairement  qu'il  y  a  certaine- 
ment des  cycles  à  deux  dimensions,  qui  ne  sont  pas  susceptibles 
de  se  réduire  à  une  ligne  ou  à  un  point  ni  à  un  continuum 
X  =  const.  ou  à  un  continuum  y  =  const.  et,  par  suite,  p^  sera 
supérieur  à  trois. 

Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  le  nombre  des  cycles  d'une  sur- 
face algébrique  de  degré  m,  n'ayant  aucune  singularité,  ne  change 
pas  si  certains  paramètres  varient,  d'une  manière  continue,  dans 
l'équation  de  la  surface,  celle-ci  restant  toujours  sans  points  sin- 
guliers. 11  suffira  donc  de  prendre  un  cas  très  particulier;  nous 
prendrons  la  surface 

(/)  a;'" -hj"" -I- -"' =  1, 

et  soit  considérée  l'intégrale  double  de  première  espèce 

-x\Y^zy  dx  dy 


sr- 


■?• 
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On  peut  icprésenicr  la  surface  prccédenle  parles  équalioiis 

X  =  a", 

y  =  Vi  -  X"-  l, 

cl  l'inlégrale  double  tlcvienl 


// 


.r«  dx  I?  dl 


(7;^^)"'-=-?-Y  (7r37^)"'-'-Y 

Or,  soient  im  coiiiour  dans  le  plan  de  la  variable  x  ramenant 
la  valeur  initiale  de  "{/  \  —  x'",  et  un  conlour  dans  le  plan  de  la  va- 
riable i  ramenant  la  valeur  initiale  de  y/'i  —  t'";  à  l'ensemble  de 
ces  deux  contours  correspond  une  surface  cv'clique  de  la  sur- 
face (/),  et  la  valeur  correspondante  de  Tintégrale  double,  qui  se 
présente  sous  la  forme  d'un  produit  de  deux  périodes  relatives  à 
des  intégrales  abélicnncs  ordinaires,  est,  pour  des  clioix  conve- 
nables des  contours,  diirérente  de  zéro.  Nous  sommes  donc  assuré 
i|iie  Ion  a,  pour  la  surface  [f), 

Pi  >  3, 

et  les  considérations  précédentes  pourraient  même  conduire  à  la 
valeur  dc/)2  pour  la  surface  la  plus  générale  de  degré  //(. 

28.  Ainsi,  une  surface  algébri(|ue  arbitraire  possède  des  cycles 
cll'cctifs  à  deux  dimensions,  tandis  qu'elle  ne  possède  pas  de 
cycles  linéaires  ne  se  réduisant  pas  à  zéro.  En  y  rénécbissant,  on 
en  voit  facilement  une  raison  générale  si  l'on  se  reporte  à  l'équa- 
tion linéaire  IL;  c'est  la  présence  des  singularités  de  la  surface  qui 
rcnil  ])ossibles  certaines  relations  particulières  dans  les  substitu- 
tions du  groupe  tle  cette  écpiation,  lamlis  (jue  la  jirésence  de  sin- 
gularités ne  peut,  au  contraire,  que  diminuer  le  nombre  des  sub- 
stitutions susceptibles  de.  correspondre  à  un  cycle  à  deux 
dimensions  telles  que  nous  les  avons  envisagées  au  n"  20.  Nous 
pouvons  donc  énoncer  la  conclusion  suivante,  étrange  au  premier 
abord  :  In  présencr  des  singularités  dans  une  sur/ace  tend  à 
diniinurr  le  nombri'  des  cye/es  à  deux  dimensions,  tandis 
rju'ellc peut  fai/e  naitn-  des  cyeles  linéaires. 


CHAPITRE  V. 

SUR  LES  INTÉGRALES  DE  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES 
DE  PREMIÈRE  ESPÈCE  (')• 


I.  —  Généralités  sur  les  intégrales  de  première  espèce. 
1.   Nous  allons   maintenanl  commencer  l'étude  des   inléïrrales 


b' 


de  différentielles  totales  allaciiées  à  une  surface 

(I)  /(••^-r. -)  =  o- 

Nous  entendons  par  là  des  expressions  de  la  forme 


(.r.r.^i 


(2)  f  Pdjo  +  (ldy, 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  rationnelles  de  .r,  y  el  z  ;  on  suppose 
remplie  la  condition  d'inlégrabilité,  en  tenant  compte,  bien  en- 
tendu, de  ce  que  :;  est  la  fonction  de  x  et  y  définie  par  l'équa- 
tion (i). 

L'idée  d'une  classification  de  ces  intégrales,  analogue  à  celle  des 
intégrales  abéliennes  relatives  à  une  courbe  algébrique,  vient  na- 
lurellementà  l'esprit.  Les  intégrales  de piemière espèce  sonl  tout 
d'abord  à  considérer;  la  définition  se  présente  d'elle-même  :  ce 
sont  les  intégrales  qui  restent  finies  pour  tout  point  de  la  sur- 
face. Il  est  nécessaire  toutefois  de  préciser  cette  définition,  car  il 
peut  y  avoir  quelque  difficulté  à  entendre  ce  que  signifie  la  valeur 
de  l'intégrale  en  un  point  singulier  de  la  surface.  Soit  («,  b,  c) 
un  point  d'ailleurs  quelconque  de  la  surface  ;  il  y  a  une  infinité 
de  fonctions  .r,  v,  :■  d'une  variable  t, 

(3)  j^  =  a  +  À(0-        r  =  ^-+-l^(0.         -  =  c  +  v(0, 


(')    E.  PiCAnD,  Sur  les  intégrales  de  différentielles  totales  algébriques  de 
première  espèce  {Comptes  rendus,  iSS^,  et  Journal  de  Mathématiques,  i8S5). 
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Iioldiiiorplics  clans  le  voisinage  de  l  =  o,  se  réduisant  rcspeclive- 
inenl  à  <-/,  b,  c  pour  /  =  o,  et  satisfaisant  identiquement  à  la  rela- 
tion (i).  On  pcul,  p:ir  exemple,  se  donner  arbitrairement  les 
deux.  Ibnctions  holomorpiies  /.(/)  et  [/-(t)  sous  la  seule  condition 
).(o)=  |Ji(o)=  o;  en   substituant  ces  valeurs  dans  (i),  on   aura 

une  relation  tiilrc  ;  et  /,  doù  l'on  tirera  pour  ;  un  (lu  jiKisieurs 

1 
développemcnls,  suivunt  les  puissances  de  l"  («  étant  un  entier 
convenable).  Il  suffira  de  poser  /  =  /'"  pour  avoir  x,  y,  z  sous 
forme  de  série  holomorplie  par  rapport  à  un  paramètre  qui  est 
ici  /'.  On  peut  regarder  les  é(|ualions  (3)  comme  définissant  sur 
la  surface,  au  voisinage  de  «,  b,  c,  une  certaine  courbe  passant 
par  ce  point  ;  substituons  les  expressions  (3)  dans  l'intégrale  (2), 

elle  deviendra 

■,1 


S 


et  supposons  que  -rr-rrr  nc  se  réduise  pas  à  zéro  identiquement. 

Ayant  donc  pris  une  courbe  (3)  satisfaisant  à  toutes  les  conditions 
indiquées,  mais  par  ailleurs  complèlemenl  arbitraire,  nous  dirons 
avec  toute  précision  cpic  V intégrale  {■>)  est  de  première  espèce 
si  la  fonction  F(<),  ncccssaireiiicnt  méromorphe  dans  le  voisi- 
nage de  ;  =  o,  est  lioloniorphc  autour  de  ce  point. 

En  particulier,  si  l'on  (a\\.  y  =^ y^,  y^^  étant  une  constante  arbi- 
traire, l'intégrale  (a)  devient 


/ 


^\^,  y«,^)dx: 


c'est  une  intégrale  abélienne  relative  à  la  courbe 

f(.x,yo,  -)=o. 

Celte  intégrale  dexra  élre  évidemmeui  nue  intégrale  de  première 
espèce  pour  culte  courbe. 

On  peut  donner  une  seconde  di^Miilioii  des  intégrales  île  pre- 
mière espèce  qui  se  formule  d'une  manière  plus  rapide.  Kepor- 
tons-nous,  à  cet  cfTet,  à  la  surface  S,  sans  singularités,  de  l'espace 
à  cinq  dimensions  à  laquelle  correspond  uniformément  la  surfacey. 
En  clia(|uc  point  de  S,  l'intégrale  de  première  espèce  doit  ai'oir 
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une  valeur  finie  bien  déterminée  et  nous  n'avons  ici  besoin  de 
fournir  aucune  explication  supplémentaire,  puisque  S  n'a  pas  de 
points  singuliers. 

2.  La  définition  d'une  intégrale  de  première  espèce  étant  bien 
comprise,  nous  envisageons  une  surface  y  ayant  une  telle  intégrale. 
Celle-ci  devra  avoir  un  certain  nombre  de  périodes  correspondant 
nécessairement  à  certains  cycles  linéaires  de  la  surface  ;  toutes  ces 
périodes  ne  peuvent  être  nulles,  car  ce  sont  aussi  des  périodes 
d'une  intégrale  abélienne  de  première  espèce  relatives  à  la 
courbe /(^,  y^,  ;)^o.  Or,  on  sait  qu'une  intégrale  abélienne 
de  première  espèce  a  au  moins  deux  périodes  distinctes.  La  sur- 
face aura  donc  au  moins  deux  cycles  linéaires  distincts  et  ne  se 
réduisant  pas  à  un  cycle  nul  ;  on  a,  par  suite, 

/)i  étant  le  nombre  exprimant  l'ordre  de  la  connexion  linéaire  de 
la  surface. 

Nous  pouvons  déjà  déduire  de  là  une  conséquence  importante. 
Puisque,  en  général,  on  a  pour  une  surface/?,  =i ,  nous  sommes 
assuré  c\uitne  surface  na  pas,  en  général,  d' intégrale  de 
différentielle  totale  de  première  espèce. 

Un  problème  se  pose  alors  immédiatement,  celui  de  reconnaître 
si  une  surface  a  des  intégrales  de  différentielles  totales  de  pre- 
mière espèce  ;  c'est  cette  recherclie  que  nous  allons  entreprendre. 

3.  Soit  donnée  une  relation  algébrique  de  degré  m 

F(a^,  :>',-)  =  o 

définissant  une  fonction  algébrique  r  de  x  et  y  et  considérons  la 
différentielle  totale 

P  d.r  -H  0  dv 

M^^' 

OÙ  p,  Q,  M  sont  des  polynômes  en  x,  y  et  z-,  et  pour  lac|uelle  la 
condition  d'intégrabilité  est  supposée  satisfaite. 

Effectuons  sur  .r,  y,  ;  une  transformation  homographique  quel- 

r.  ET  s.  s 
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conque 

_  Oix'-i-  biy'-t-  ctz'-k-  rfi 

ax'-h  by' -¥-  es' -i-  d 
_  atx'-+-  bty'-i-  Ctz'-r-  dt 
•^  ~      ax' -i- by' +  cz' -^- d    ' 
^  _  a,x'  +  bjy' -\-  CjZ' -^  rf, 
"  ~     ax'-h  by'-i- cz'-h  d    ' 

la  relalion  précédente  F  deviendra 

/(^'.  y> -')=■>• 

DifTérenlions  x  et  j',  ou  aura 

Adx'-hïidy'                       ,                  A,  rf.r'-t- B,  rfv' 
'^^= W  "^^ rf/' 

A  et  A,  (Hant  des  polvnomcs  en  x',  y\  z'  de  degré  ni  —  i  par  rap- 
port à  .r'  et  z',  et  de  degré  m  par  rapport  à  j',  j>'',  ;';  de  même  B 
et  B,  sont  des  polynômes  de  degré  ni  —  i  en  y'  et  ;',  et  de  degré  »? 
par  rajiport  à  œ',  y,  :•' .  C'est  ce  qu'on  voit  de  suite  en  se  servant 
de  la  relation 

,àf         ,df         ,df       ,,  df 
àx       •'   dy  dz  àl 

où  l!  est  une  variable  (riiomoi;énéilé. 

Si  maintenant  /('  est  le  degré  de  1'  cl  (),  et  //  celui  de  M,  ou 
aura 

P  P'  Q  Q' 


M        ^\{ax'-^by' +cz' ^d)"'-''         M        M'(njr'-)- 6/ -+- cs'-^- rf)" -" 

V  et  (V  c'taut  de  degré  «',  et  M'  de  degré  /). 

Il  s'ensuit  que  l'expression  dllTérentielle  prend  la  forme,  en 
supprimant  les  accents, 

P,rf.r-4-Q,  f/K 

En  désignant  par  ;;.  le  degré  de  M,  par  rapport  à  .r,  r  el  ;,  le 
polynôme  l'i  isl  de  degré  |j.  +  m  — o  par  rapport  à  .r  et  -,  cl  de 
(Ico-ré  a  -+-  /;(  —  '.  par  rapport  à  .r,  _)•  et  z.  l'areillemenl  pour  Q,, 
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le  degré  par  rapport  à^  et  :;  est  ^-j-  m  —  3,  et  p.  +  //(  —  2  par  rap- 
port à  X,  y  el  s. 

On  peut  supposer  que  le  polynôme  M|  ne  renferme  que  œ  etr, 
car,  étant  donnés  les  deux  polynômes  M((.r,  y,  z)  et  /(x,  y,  z) 
premiers  entre  eux,  on  peut  trouver  deux  polynômes  \  et  v,  tels 
que 

Ul,-!-v/=R(.r,y), 

R  ne  dépendant  que  de  x  et  y.  Par  conséquent,  en  multipliant 
par  X  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'expression  différen- 
tielle, on  aura  une  expression  de  même  forme,  sauf  que  M|  ne  dé- 
pendra que  de  x  et  y. 

La  différentielle  totale  étant  mise  sous  cette  forme,  envisageons 

maintenant  l'intégrale 

'Pi  dx  -+-  Qi  dy 


P 


et  supposons  que  cette  intégrale  soit  de  première  espèce. 
Nous  pouvons  évidemment  admettre  que  l'équation 

f{x,  y,  z)=  o 

renferme  un  terme  en  :■'".   Si,  laissant  y  constant,  nous  faisons 
seulement  varier  x,  nous  aurons  une  intégrale  de  première  espèce 


/ 


pour  la  courbe  /{x,  y,  z)  ^  o 

M, 


Il  est  nécessaire,  pour  cela,  que  ^  puisse  se  mettre  sous  la 


Po 

forme  — ^  par  la  suppression  d'un  facteur  commmun  ;  pour  une 
<f(y)  1  il  '1 

raison  analogue  -^  doit  pouvoir  se  mettre  sous  forme  ,    '    ,  et  l'in- 
tégrale  a,  par  suite,  la  forme 


/ 


P2  dx  Q^  dy  ^ 


cette  intégrale  peut  s'écrire,  conformément  à  la  théorie  élémen- 
taire des  intégrales  de  différentielles  totales 


?( 


I  l6  DIIAPITIIE    V. 

(Jliacunc  des  inlrgralcs  qui  flgiirenl  dans  celle  expression  csl 
une  inlégrale  abélienncde  première  espèce,  la  jireniière  iiilégrale 
|>nur  la  courbe  f\x,  y,  z)  ■=  o  cnlre  x  cl  z,  la  seconde  jiour  la 
courljc/(.ro,  y,  z)^^  o  entre  y  cl  ;.  On  voil  iinniédialenienl  <]uc, 
si  le  poljnonie  ^{y)  ne  se  réduil  pas  à  une  constanle,  lexprcs- 
sion  ci-dessus  pourra  devenir  infinie;  pareillement  ({/(x)  doit  se 
réduire  à  une  constanle,  et  rinlégrale  èludicc  [)cul  liualcnient  se 
mettre  sous  la  forme 


/ 


yi 


P  est  un  polynôme  de  degré  m  —  2  en  x,  y  et  ;,  et  de  degré 
m  —  3  en  a:  et  -:  ;  [tarcillement  Q  est  un  poljnome  de  degré  m  —  2 
en  X,  y  et  -,  et  de  degré  m  —  3  en  ^  et  ^. 

A.  Nous  n'avons  pas  jusqu'ici  écrit  la  condition  d'inlégrabilité 
que  nous  avons  maintenant  à  ajqirofondir.  On  diiil  avoir 


Oy\fÙ       ùrVfJ' 


en  considérant  ;  comme  fonction  de  .<•  cl  j'.  Celle  relation  déve- 
loppée devient 


/t)P   .,       t)V 


\ày 


A- '^/;)/--i'i/-y.n -/;'/; 


Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  un  jiol^nome  en  x,y 
cl  z  ;  il  n'est  pas  néccssairemcnl  nul  identiquement,  mais  seule- 
ment en  vcrlu  de  l'équation 

On  reconnaît  facilement  que  ion  jirut  écrire  la  condition  d'in- 
légrabilité sous  la  forme 

< '•)  </^K2  - f ) -/=  i^o^/--' -  Q/^o-z^ci'/; - Q/i)= - 

Or,  si,  dans  l'intégrale  que  nous  éliulions,  nous  prenons  .r  et  ; 
pour  variables   au    lien   de  .r   et   •)',   nous  de\ons  tomber  sur  une 
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expression  de  même   forme.   Effectuant   ce   changement  de  va- 
riables, l'intégrale  devient 


/- 


h' 


dx  —  Ç^dz 


f'y 
il  est  donc  nécessaire  que  l'expression 

p/;-Q/; 

puisse,  en  vertu  de/'^  o,  se  mettre  sous  la  forme  d'un  polynôme 
en  x,y^  z.  Posons  donc 

R  étant  de  degré  m  —  3  par  rapport  à  x  et  y  et  de  degré  m  —  % 
en  .r,  y  et  s,  ou,  en  écrivant  cette  même  équation  sous  forme 
d'identité,  indépendamment  de  l'équation  y  =  o, 

(5)  P/;—  Q/,.-  R/^  =  N/(a-,  j,  z), 

N  étant  aussi  un  polynôme,  cette  dernière  relation  ayant  lieu  quels 

que  soient  x,  y,  z.  Ceci  posé,  revenons  à  l'équation  (4)  qui  pourra 

s'écrire 

dQ       r)P       rfR       ., 
Ox        ay        dz 

Cette  relation  doit  être  vérifiée  pour  tous  les  points  de  la  sur- 
face/', c'est-à-dire  que  le  polynôme 

ôQ       à?       dK       ,, 
Ox        oy        oz 

est  divisible  par/.  MaisP,  Q,  R  etN  sont  des  polynômes  de  degré 
inférieur  à  m.  Si  donc/ est  irréductible,  comme  nous  le  suppo- 
sons évidemment,  la  relation 

<^Q       <^P       àK 
ox        ày        dz 

aura  lieu,  quels  que  soient  x,  y  et  z. 


I  l8  CIIAI'ITRK    V. 

l'osons 

q^  —  \,        P  =  -Ii.        Ur=  — C; 

les  identités  (5)  et  (6)  se  résumeront  dans  l'idenlilé  unique 

dx  dz  àz       \àx:       dy       Oz/-'^    '•"      ' 

identité  en  .r,  y  et  z,  qui  joue  un  rùle  essentiel  dans  la  théorie 
des  intégrales  de  dij/'érentiellcs  totales  de  première  espèce. 

o.   Nous    pouvons  approl'ondir  daxanlage  la   forme  des  poly- 
nômes A,  B,  C.  Ceux-ci  sont  nécessairement  de  la  forme 

\-  xtf(ûr,y,z)^  A,(x,  y,z), 
B  =y<!f{x,y,z)-^  îii{x,  y,  z), 
C  =  zy{x,y,z)-h  Ci(x,y,z), 

j,  à,  y  étant  des  polynômes  homogènes  en  x,  y,  z  de  degré  m  —  3  ; 

quant  à  A,,  B,,  C|,  ce  sont  des  polynômes  de  degré  m  —  3.  Or, 

considérons  l'intégrale 

^hdx—Ady 


f- 


/■ 


cl  posons _)'=  ax,  a  étant  une  constante  :  nous  aurons  l'intégrale 
abélienne  de  première  espèce 

'(B  — A[jt)^.r- 


/' 


relative  à  la  courbe  /{.r,  '^x,  z)=o.   11  en  résulte  cpie  B  —  A  jjl 
est  de  degré  ni  —  3  au  plus  en  j;  et  r  ;  donc  l'expression 

|ia-[|(.r,  iix,z)—:f{x,  iix,  z)], 

(|ui   dans  B —  A  a  est  du  degré  m  —  .i,  devra  être  nulle,  et  l'on 

aura 

ij/(.r,  [kx,  z)  —  o{x,  ixx,  -)=  o, 

quel  que  soit  u,  ce  qui  revient  à  dire  que 

'l,{x,y,z)=<i(X,y,z). 

En  iiielUuil  l'inti'grale  >ous  la  lornie 


r- 


■Cdx-h  \dz 
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on  démontrerait  que  '/(x,  j»',  z)=o{x,  y,  z);  par  suite,  les  po- 
lynômes 'j,  'l,  '/  sont  identiques. 

G.   On  peut  donner  une  autre  forme  à  la  condition  d'intégrabi- 
lité  du  n°  4  ;  écrivons-la  sous  la  forme 

m  A/:  +  "^  B/;  +  '«  G/;  =  ( ^  +  ^  +  '^  )  i ^/;  +  yfy  +  -A  -/<')• 
Posons  maintenant 

/d.V        dB        dC\ 

/dX       àB       dC\ 
\d.r         Oy        dzj 

de  telle  sorte  que  l'identité  devienne 

dx  dy  Oz  àC 

En  se  reportant  aux  expressions  de  A,  B,  C  données  au  numéro 
précédent,  on  \oit  de  suite  que  les  H  sont  des  polynômes  de  degré 
m  —  3.  On  aura  entre  ces  polynômes  la  relation  suivante,  qui  ré- 
sulte immédiatement  de  leurs  expressions  en  A,  B,  C, 

Telles  sont  les  /ormes  élégantes,  (y.)  et  (|j),  50^/5  lesquelles 
peut  se  mettre  la  condition  d'intégrahilité pour  une  intégrale 
de  première  e5/>(?ce;  on  devra  pouvoir  trouver  quatre  polynômes  9 
d'ordre  m  —  3  satisfaisant  aux  conditions  (a)  et  (P). 

Nous  avons  démontré  déjà  que  la  surfaee  la  plus  générale  de 
degré  m  ne  possède  pas  d'intégrale  de  première  espèce,  puisque 
p^  ^  I.  Nous  pouvons  le  vérifier  à  un  autre  point  de  vue  :  je  dis 
que/(x,  r,  -)  étant  le  polynôme  général  d'ordre  m,  on  ne  peut 
pas  trouver  quatre  polynômes  8  de  degré  m  —  3  vérifiant  (a)  et  (P). 


120  CHAPITRE    V. 

Considérons,  en  ciïel,  les  trois  surfaces 

or  0/  ,)j 

ùx  ùy  dz 

Elles  n'ont  pas  de  coiirhcs  communes,  et  elles  ont  en  commun 
un  nombre  de  points  distincts  égal  à  {m  —  i)^.  Pour  ces  points, 
on  a 

.,!  =  ,. 

mais  le  second  facteur  ne  ^era  certainement  pas  nul.  puisque  alors 
la  surface  aurait  des  points  doubles  ;  les  points  considérés  appar- 
tiennent donc  à  la  surface 

Oi  =  o; 

jnir  suite,  les  quatre  surfaces 

df  df  df 

<)x  ày  Oz 

ont  en  commun  (/«  —  i)'  points  distincts.  Or  cela  est  impossible, 
car,  si  nous  considérons  les  dcu\  surfaces  de  degré  m  —  1 

àx        ^  dy        '  Jz 
•  àf       ..à/         ,df 

les  a,  j3,  Y  étant  des  constantes  arbitraires,  l'intersection  de  ces 
deux  surfaces  devrait  rencontrer  la  surface  9,  en  (/«  —  1)'  points. 
11  est  d'ailleurs  impossible  que  les  deux  surfaces  précédentes  aient 
une  ligne  commune  avec  la  surface  0,,  si  les  a,  [3,  v  sont  pris  arbi- 
trairement, car  il  faudrait  alors  qu'il  v  eût  une  ligne  commune  à 

«*/  àf  àf  ,  '  .     .  .  ... 

jT  =  o,  -j-  =  o,  ^"^  =  o,  et  la  surlace  aurait  des  points  multiples 

à  l'intersection  de  cette  ligne  avec  ~-  =r  o. 

°  ut 


•    II.  —  Discussion  relative  aux  points  singuliers. 

7.   Nous  venons  do  Imiivor  les  formes  nécessaires  des  intéjrrales 

Ai-  clilli'iiniiillcs  totales  rcsi.iiil  louii)ui>  liiilcs.  ÎNmis  avons  iiiaiii- 
lrii;iiii    ,1   KjcliiTilier  si   les  iiilégrales  remplissant   les  conditions 
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précédentes  restent  toujours  finies.  Supposons  que  la  surface  ne 
possède  que  les  singularités  ordinaires  considérées  au  Chapitre  IV 
(n"  8),  c'est-à-dire  une  ligne  double  avec  des  plans  tangents  en 
général  distincts  et  des  points  triples  triplanaires  qui  sont,  en 
même  temps,  des  points  triples  de  la  ligne  double  ;  nous  traiterons 
seulement,  de  plus,  le  cas  des  points  doubles  et  des  points  mul- 
tiples isolés.  Les  singularités  considérées  seront  les  plus  générales 
de  leur  type;  ainsi,  il  peut  y  avoir  sur  la  courbe  double  un  certain 
nombre  de  poinls-pince,  c'est-à-dire  de  points  où  les  plans  tan- 
gents aux  deux  nappes  de  la  surface  sont  confondus;  mais  nous 
pouvons  supposer  qu'ils  sont  généraux.  Cherchons  ce  qu'il  advient 
de  l'intégrale 

■^■'Bdx  —  Ady 


l 


quand  {x,y,  z)  se  déplace  sur  la  surface. 

Ne  considérons  d'abord  que  des  points  à  distance  finie.  Si 
{x,y,  z)  n'est  pas  un  point  multiple  de  la  surface,  il  n'y  a  aucune 
difficulté,  car  on  voit  que  l'intégrale  reste  finie  en  employant 
l'une  ou  l'autre  des  trois  formes  de  l'intégrale 

'■■>'^'Bffa  — A4k  _    /•'-'■'^■'''-Cffe-l-Arf-  _   {'^''•^■'^Cdy  —  Bdz 


r''^'"Bdx  —  \dr  _  r'--^-"-Cdx-hA.dz  _  r 

J  A  "J  J'y  ~J 


yi 


Supposons,  en  second  lieu,  que  (x,y,  s)  tende  vers  un  point 
double  isolé  (a,  b,  c)  de  la  surface.  On  remarquera  d'abord  que 
les  surfaces 

A  =  o,        B  =  o,        C  =  o 

passent  par  ce  point.  Si  l'on  difi'érenlie,  en  cfTet,  l'identité  fonda- 
mentale 

àx  ùy  ds        \ûx        Oy        Oz  /•'  ^      -^       ' 

successivement  par  rapport  à  x,  y  el  z,  et  qu'on  fasse  x=:a, 
y  =  b,  z  =  c,  on  aura 

A(fl,  />,  c)/;',  -+-  B(a,  b,  c)fli,  -4-  G(a,  b,  c)f;,^  =  o, 
A  (a,  b,  c)/^i,^B{a,  b,  c)fl..  +  C(a,  b,  c)fl,  =  o, 
A  (a,  6,  c)/^,-)-  B(a,  6,  c)fl,  -+-  G(a,  b,  c)f',  =  o. 


122  r.lIAPITIlE    V. 

Le  poinl  («,  b,  c)  n'claiU  pas   un   point  biplanaire,  le  délernii- 
nanl  des  dérivées  secondes  n'est  pas  nul  cl,  par  suite, 

.\(  II.  h.  I-  )  —  B(  <(.  6,  c)  =  C(a,  6,  c)  =  o. 

l*osons,  en  supposant  le  poinl  '/,  b.ck  l'origine  des  coordonnées, 
.;•  =  «;,  ^-  =:  i';  et  soit 

l'intégrale  peut  s'écrire 

(A  —  Cu)dz  —  C^  du 


S 


-l?!,^(«'''.  U-i-^^S,"-!"'''.  >»^---] 


Or,  A  et  C  sont  divisibles  par  ;  quand  on  a  posé  x  =  u:,j-  =  vz. 
Nous  aurons  donc  une  expression  de  la  forme 


A 


\tdz  —  C,:f/u 


?s,i'(">»'-  0-t--=?3,i'(".  ".  ')-^-■■■' 

c'est  une  intégrale  de  diflféi'entielle  totale  pour  la  surface  S  définie 

])ar  la  relation  entre  //,  c,  :, 

<ii(u,  V,  i)  ^z  03(11,  i\i)~.  ..  —  o, 

et  Ion  a  à  considérer  les  points  de  celle  surface  [ii,  r,  o)  satisfai- 
sant à 

Oi(u,  c.  I  )  —  o. 

Tous  ces  points  sont  pour  S  des  |)(iiiils  simples,  et  nous  sommes, 
par  suite,  assuré  que  l'intégrale  reste  Unie.  On  peul  se  demander 
si  l'intégrale  tend  toujours  vers  la  incine  limite  de  quelque 
manière  que  {x,y,  z)  se  rapproche  de  zéro  ;  il  en  est  cfleclive- 
mcnl  ainsi,  car  tout  cycle  inlinimenl  |)ctil  donne  une  période 
nulle.  En  cflct,  au  point  double  de  la  surface  initiale  correspond 
dans  ï la  conique 

ÇU".''.  ')  =  "• 

cl  un  cvcle  infiniment  petit  correspond  à  un  cycle  de  la  surface 
cir  lîieinann  icpn'senléc  par  celle  équation  qui  est  clc  genre 
/.('•ro;  les  cycles  iiiliiiiniiiil  |ulils  de  l.i  >urr.iec  se  réduisent  donc 
à  zéro.  ()ii   peut    encore    .irri\ii'  ;iuliiinenl    au    même  résuilal  en 
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remarquant  que  l'intégrale 

A|  dz  —  C,  ;  du 


I 


T'î.cC",  ", ')t--(  ) 


est  très  petite  si  l'on  intègre  entre  deux  valeurs  (^oi"o)''o)i 
(5,  ^^,  v),  z  et  ^o  étant  très  petits,  et  :;  restant  petit  sur  la  courbe 
d'intégration.  Il  en  est  bien  ainsi  si,  sur  cette  courbe,  on  n'a  pas 

<A",  "'  ')  =  "■' 

mais,  dans  le  cas  où  il  en  serait  autrement,  on  éviterait  la  difficulté 
en  prenant  une  des  autres  formes  de  l'intégrale. 

On  étudierait  de  la  même  manière  le  cas  d'un  point  singulier 
isolé  général  d'ordre  />,  où  le  cône  des  tangentes  est  irréductible. 
Pour  que  l'intégrale 


r- 


C  dx  -Jr-  A.dz 


reste  finie  pour  toute  section  plane,  il   faut  évidemment  que  les 

surfaces 

A  =  o,        C  =  o 

aient  au  point  multiple  d'ordre  p  un  point  multiple  d'ordre  p  —  i . 
Nous  admettons  donc  que  les  trois  surfaces 

A  =  o,        B  =  o,        C  =  o 

ont,  au  point  multiple  d'ordre/»  de  la  surface/,  un  point  multiple 
d'ordre  y9  —  i.  L'équation  de  la  surface  étant  alors  de  la  forme 

f{3:,y,  z)  =  Oi,{x,y,  z)  -h  'fp+i{x,y,  z)  -^.  ..=  o, 

nous  aurons,  en  posant  encore 

X  =  uz,        J'  —  V  z, 
l'intégrale 

(X—Gu)dz  —  Gzdz 


h 


''[?k«'("''''i)  +  -?p+i,^(«.''.  0-+----J 


et,  comme  A  —  C(/etG:;  sont  divisibles  par  ;■""',  nous  sommes 
ramené  à  une  intégrale  de  différentielle  totale  pour  la  surface 
définie  par  la  relation  entre  «,  r,  z 

Op{u,v,  1)  + j(fp+,(«,  c,  i)  +  ...  =  o, 


it'i  chapitre  V. 

cl  nous  n'avons  à  considérer  que  des  |)oiuls  sjni|jles  de  ceUe  sur- 
l'ace,  si  les  points  niulliplcs  de  la  courbe 

o,,(u.t\  1)  =  0, 
9p+,(«,c,  i)5<io, 


donnent 


comme  nous  devons  le  supposer,    si   le  point   multiple  ncst  pas 
spécial. 

8.   lùudions  mainlonant  la  valeur  de  l'intégrale  quand  {.t,j\  z) 

se   ia|)procIie  d'un    |iiiijil    de  la  courbe  double  de  la  surface.  Il 

faudra  nécessairemciil,    pour  (pic  I  inlégraie  reste   finie,  tjue  les 

surfaces 

A:=o,        B  =  o,        C  =  o 

passent  par  la  courbe  double.  Aous  adjoindrons  donc  ces  condi- 
tions, et  nous  allons  montrer  que  l'intégrale  reste  alors  finie. 

Un  premier  cas,  très  simple,  est  celui  où  l'on  considère  un 
point  de  la  courbe  double  pour  lequel  les  deux  plans  tangents  sont 
distincts.  Soient  X(,  j'i ,  Zi  les  coordonnées  d'un  tel  point  P  delà 
couibe  double;  par  ce  point  passent  deux  nappes  de  la  surface 
ajant,  par  hypothèse,  deux  plans  tangents  diflcrenis.  Supposons 
que  {x,j',z)  tende  vers  P  en  restant  sur  une  certaine  nappe;  le 
plan  tangent  à  celte  nappe  en  P  n'est  pas  parallèle,  nous  pouvons 
le  supposer,  à  l'axe  des  ;.  Pour  l.i  première  nappe,  on  aura,  dans 
le  voisinage  de  (-c,,j,,  c,), 

c  — ;,  =  ,i(x  —  ri)-i-b{y—y,)  +  ^(x  —  .r,,y—r,), 

o  ne  renfermant  que  des  termes  de  degré  supérieur  au  |)remier. 
l*our  l'autre  nappe,  on  aura  |)areillemenl 

;  — c,  =  (i\x  —  xi)  -^  b' (y  —  Xi''  '^  'U x  —  Tt.  y  —  Xi), 

cl  l'on  n'a  pas  à  la  fois 

a  —  II',        b  =  b'. 

L'équation  de   la  surf.icc    pourra   évulomincul   m'    mclUc    xuis   l.i 
forme 

f{x.y,z)  =  [i  — ï,—  rt(j-  — .r,)—  b{,y  —  Yi)  —  o] 

\Z-  0,  — (7'(J-  —  X,)— 6' (^r  —  /!  )  —  ■{']  X   F. 
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F  ayant  une  valeur  finie  et  difTérente  de  zéro  pour  x  ^  X[ ,  j'=  )', , 
;r=  ;,.  On  en  conclut  que,  pour  tout  point  {x^y-,  :■)  de  la  pre- 
mière nappe,  on  a 

f'.{x,y  z)  =  [{a  -  a'){x  —  Xi)  -^  {b  -  b'){y  -  yi)  +  <f  -  ^]x  F. 

L'équation  de  la  projection  de  la  courbe  double  sur  le  plan  des 
{x,y)  est 

{a  —  a'){x  —  Xi)  +  (b—b'){y—yi)  +  ':i^^^o, 

et  Ton  n'a  pas  à  la  fois  a  —  o'=  o,  b  —  b'  =^  o;  soit  par  exemple 
b  —  b' y^  o.  On  pourra  tirer  de  l'équation  précédente 

y  —yi  =  'P{x  —  xi), 

1*  étant  une  série,  sans  terme  constant,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  X  —  x^.  Ceci  posé,  si 

A(.r,7, -)  =  o 

représente  une  surface  passant  par  la  courbe  double,  on  pourra 
écrire  pour  les  points  de  la  première  nappe 

et  cette  fonction  lioloniorplie  en  x  —  a;,  cl  y — jKi  sera  identi- 
quement nulle,  quand  on  remplacera  y  — j'i  par  P(x  — x,).  On 
aura  donc 

S.{x,y,z)=:^{y—yi—V{x  —  Xi)\/_i{x  —  Xuy—y\)- 
D'autre  part,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  liant, 

F,  ne  s'annulant  pas  pour  x  =  a:, ,  jk  =  JKi  ,  -  =  3, .  Donc  le  quo- 
tient 

A(3-,j)/,  j) 

tendra  vers  une  valeur  finie  déterminée  diflerente  de  zéro  quand 
{oc, y,  z)  tendra  vers  P,  en  étant  sur  l'une  ou  l'autre  nappe  de  la 
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surliicc.  Il  est  manifeste  alors  que  rinlcgrale 


l 


tend  vers  une  valciii'  finie  déterminée  quand  {Xjy,  :)  tend  vers 
{x,,y,,  ;,). 

T^'analjse  précédente  n'est  plus  appliciil)ic  quand  (X|.i-|,3)) 
est  un  point-pince  de  la  surface.  Nous  ne  diminuerons  pas  la  gé- 
néralité en  sup[MPs:ml  que  la  courbe  double  est  l'axe  des  z,  le 
point-pince  étant  l'origine  avec  le  ])lan  des  :.r  comme  plan  tan- 
gent double;  l'équation  de  la  surface  est  alors 

\ax-i-  ?y  -h  f  z  -i- . .  .\x'--:-  [si'  T  -h  ^y  -h  Y  :  ---  ■  ■  -l^y 

-^  [a  -i-  i" X  -4-  '^' y  -t-  y'-  -^ ■  ■  •]^'  =  "- 

On  a  iiéeessaircnicul  a  yzn,  et  |)Our  un  point-pince  non  spé- 
cial, nous  devons  supposer-'  y-^  n. 

l'osous_^'  =  ux^  nous  aurons,  entre  »,  .r  et  ;,  l'équation 

'/  +[a-^(a'-t-P'M)ar-i- y';-4-...]«î  =  (i, 

et  l'intégrale  devient 

Ç (^  —  ku^dx  —  Kxdu ._ 

Ja:2[Y-i-----+-(Y'-^--->"  +  (/-<-■■•;"']' 

A  idiiiicnl  .;•  on  facleui- quand  (lu  pose  j' :^ //JT,  puisque  la  Surface 

\{x,y,z)  =  o 

passe  par  l'axe  dos  ;.  D'autre  part  quand,  dans  15  —  A  m.  on  rem- 
place z  par  le  développement  liolomorphe  en  x  et  h,  tiré  de 
l'équalion  (S')  entre  :;,  x  et  //,  on  devra  avoir  x"^  en  facteur;  en 
cITet,  jiour  une  valeur  constante  suffisamment  petite  donnée  à  u 
ou  a  nue  section  do  la  surface  jiar  le  jilan  )•  =:  «./■,  et  celte  section 
passe  par  le  point 

ar  =  o,        ^'  =  o,        c  =  z^. 

;„  ('lant   la  racine  voisine  de   z'ro  de    l'équation  (S')   quand   on 
lait  X  -    o.  L'inléffrale 


/ 


J   x^\'{-r...-^-{-r'-^...U,-i-(Y^...)u^] 


INTÉGRALES    DE    DIFFÉRENTIELLES    TOTALES    DE    PREMIÈRE    ESPÈCE.       127 

doit,  pour  cette  section,  rester  finie  quand  x  tend  vers  zéro.  Par 
conséquent,  B  —  Ku  doit  contenir  x-  en  facteur.  Il  résulte  de  là 
que  l'intégrale  de  difFérentielle  totale  (a)  reste  finie  quand  x^ 
z,  Il  tendent  vers  zéro  en  satisfaisant  à  l'équation  (-')• 

9.  Supposons  maintenant  que  (x,y,z)  Vende  vers  un  point 
Irqile  de  la  courbe  double.  Nous  ne  diminuons  pas  la  généralité 
en  supposant  que  la  courbe  double  se  compose  des  axes  des  x^ 
des  y  et  des  :•,  le  point  triple  étant  l'origine.  Nous  avons  alors 
l'équation 

(S)  f{3-,  y,z)  =xyz+o.,{x,y,z)  -1-  tp5(r,j', -)-!-.  .  .=  o, 

et  chacun  des  cônes  tp,(x,j',  5)  =  o  admet  comme  lignes  doubles 
les  axes  de  coordonnées;  ainsi  on  a 

0',{x,y,  z)  =  ax'^yz  -f-  '^xy'^z  -+-  yxyz--h  oy-z---  z  z-x-~  t,  x-y-. 

Posons 

X  —  uz,        y  =  V  z, 

nous  avons  la  relation  entre  u.,  c,  ;; 

(S)  uv -\- z  o,,{u,v,i) -{-...  — o. 

Supposons  d'abord  que  u  et  r  ne  tendent  pas  tous  les  deux 
vers  zéro;  soit  v  tendant  vers  ('„  différent  de  zéro,  et  ;/  tendant 
vers  zéro.  Le  point  u  —  o^  i'=i'o,  z^o  sera  un  point  simple 
pour  la  surface  définie  par  l'équation  précédente  entre  «,  v  et  ;, 
et,  en  prenant  l'intégrale  sous  la  forme 


/ 


Cdy  —  Tidz 

7Ï       ' 


on  voit  immédiatement,  en  se  rappelant  que  A  =  o,  B  =  o, 
C  =:  o  ont  pour  point  double  le  point  x  =  o,  y^^o,  z^o, 
puisque  ces  surfaces  passent  par  les  trois  axes,  que  l'intégrale 
reste  finie  dans  le  voisinage  du  point  sinqile  u  =  o,  c  =  (•„,  z  =  o 
de  la  surface  S. 

Le  même  raisonnement  n'est  plus  applicable  quand  ;/  et  c  ten- 
dent vers  zéro  simultanément.   On  remarque  alors  que  la  droite 
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est  une  ligne  doiilile  pour  la  surface  ï.  Au  point  u  =  0,  i'  =  o, 
3  =  o  de  celle  surface  les  ])lans  langenls  sont  11  =  0,  !•  =  u  ;  l'iii- 
légrale  peul  s'écrire 

Çjrff -t-(C<—  \i)ffz 
s^lv  +  zi         )] 

Or,  G  el  Cr  —  B  sonl  tlivisil)les   jiar  ^  (juanJ  on  a  remplacé  x 

cl  r  par  //:;  el  cr;  nous  relonihons  donc  sur  une   inté;;ralc  de 

difl'crenlicUc  lolalc  relalive  à   une   surface    pour  un   poinl  (non 

pince)  de  la  courbe  double.  Elle  restera  linie   si  les  deux  pol\- 

nomcs 

C;      C  (■  —  n 

s'annulent  pour  // =  O,  (=0;  il  en  est  bien  ainsi  puisque  les 
deux  surfaces  C  ^  o,  H  ^  o  passent  par  Taxe  des  z,  c"esl-à-dire 
sont  de  la  forme  Mx+Ny,  M  et  N  étant  des  polynômes  en  x, 
y,  :■.  Ainsi,  nous  sommes  assuré  que  l'intégrale  restera  finie 
fioitr  le  piiinl  triple. 

10.  Il  rcsle  à  éindiri-  riiilé^rale  (juand  les  variables  deviennent 
iiilinirs.  .\ous  allons,  dans  ce  but,  transformer  l'intégrale  en  nous 
servant  des  coordonnées  homogènes.  Remplaçons  donc  .r,  y,  z 

par  -  )  ■■  ■>  -)  cl  ra|)prlons-nous  que  nous  avons  trouvé 

A  =x<i(x,y,z)^  Kx{x,y,z), 
n  =  JK  tp(^,_>',  z)  -'-  K,(j-.y,  z). 

Nous  aurons  donc,  en  rendant  les  polynômes  homogènes, 

\  [y  o(x,y,  z)  ^  tïi,(x,y,  z,  t)](t  dx  ~  X dt) 
Bdx  —  Xdy  ^  \  —  [x<f(x,y,s)-^tX,(x,y,z,t)](tdy—ydt) 
fi{x,y,z)    ~  tf:(x,y,z,t) 

cx|)ression  (jui  pourra  s'écrire,  après  (]uclques  transformations 
très  simples,  sous  la  forme 

—  {xd_}—ydx)(xo-i-tXi)-^(A,y  -~li,x)(rdt  -  I  d.r) 

Or  X,  y,  ;,  /,  ne  sont  pas  nuN  à  la  fois,  soit  .r  y-  o  :  posons 
2:=  Y.         i=Z,         -=T, 

X  J  X 
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l'expression  différentielle  deviendra 

—  [y(i,Y.Z)-^TA|(i.Y.Z,T)|^/Y-t-[YA|(i.V,Z,T)^B,(i,Y.Z.Ti]>/T 

/;(>,Y,Z,T) 

et  nous  sommes  ramené  à  une  inlégrale  de  même  forme  que  celle 
qui  a  été  étudiée  précédemment.  L'intégrale  restera  donc  finie 
pour  les  points  à  l'infini  de  la  surface. 

m.  —  Quelques  applications  des  généralités  précédentes. 

11.  Nous  avons  achevé,  en  nous  bornant,  comme  il  suffit,  aux 
singularités  les  plus  simples,  la  discussion  des  intégrales  de  pre- 
mière espèce.  Etudions  maintenant  quelques  cas  particuliers,  et 
citons  d'abord  des  surfaces  étendues,  admettant  des  intégrales  de 
première  espèce. 

Soient 

les  équations  de  deux  courbes  de  genres  p  et  //  respectivement. 
Considérons  une  surface  S  définie  par  les  équations 

^=F2ta,  ?,=(■,  ?'), 

les  F  étant  rationnels  par  rapport  aux  a  et  aux  [3;  nous  supposons 
de  plus  qu'à  un  point  arbitraire  de  la  surface  ne  correspond 
qu'«<7i  seul  système  de  valeurs  de  (a,  p)  et  (a',  (3').  On  aura  ainsi 

a  =   R  (x,y,z), 
R  et  Ri  étant  rationnels  en  x,  y  et  ;,  et  si 


/ 


X(a,  pK/a 

représente  une  intégrale  de  première  espèce  de  la  courbe  o,  cette 
intégrale  deviendra,  en  remplaçant  a  et  [3  par  leurs  valeurs,  une 
expression  de  la  forme 


V  dx-^Cl  dy, 

P.   ET  S. 


/^ 
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OÙ  P  et  Q  seront  latioiiiicls  en  .r,  y  et  z  :  ce  sera  une  inl(''j;rale  de 
difTérenlielle  totale  de  première  espèce  pour  la  surface  $.  On 
aura  ainsi  /?+/>'  intégrales  de  première  espèce  :  elles  sont  linéai- 
rement indépendantes,  mais  deux  intégrales  de  la  première  série 
sont  fonctions  l'une  de  l'autre,  ainsi  «jue  deux  intégrales  de  la 
seconde  série.  On  vdil  aisément  (|iril  n'y  a  pas.  |imir  l.i  siirluce, 
d'autres  intégrales  de  première  espèce  ;  une  telle  intégrale  est,  en 
elfel,  nécessairement  de  la  forme 

yM(a,  p,  a',  ^')  f/2  ^  ^J^  ï,  p,  a',  ?')  </a', 

M  et  N  élanl  rationnels.  Or,  pour  une  valeur  constante  donnée  à 
(a',  ,j'),  l'expression 

'.Mia,  3,  a',  ?')</i 


/> 


doit  être  mu:  intégrale  de  première  espèce  de  la  courbe  -j  ;  donc 
M(a,  fi,  a',  p')  est  de  la  forme 

A.— ^  -....-.  A,  _^, 

les  A  dépendant  rationnellement  de  (a',  j3").  Or,  si  les  A  dépen- 
dent effectivement  de  (a',  |i'),  l'intégrale  deviendra  infinie  pour 
un  svstème  de  valeur  de  (a',  j3')  au  moins,  et,  par  su  lie,  les  A 
doivent  être  nécessairement  des  constantes.  On  verrait  qu'il  en 
est  de  même,  en  permutant  (a,  p)et(a',  |3'),  pour  l'expression  de  N, 
et  finalement  l'intégrale  est  une  somme  des  intégrales  précédem- 
inriu  indic[iiéi's,  mulllpliées  par  des  coefficients  constants. 

12.  Faisons  de  suite  une  remarque  générale  sur  les  intégrales 
de  différentielles  totales  de  première  espèce,  dans  le  cas  où  la 
surface  jouirait  de  la  ])r()pri('lé  suivante.  Je  suppose  (|u"il  v  ait 
sur  la  surface  une  famille  de  courbes  unicursalcs  telles  ipie,  par 
cliaquc  point  de  la  surface,  passe  une  courbe  de  celle  famille. 
Soit,  dans  ces  conditions, 


/^ 


une  inti'grale  de  première  espèce.    Pour  uin'  courbe  de  la  famille 
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indiquée  x,  y,  z  s'expriment  rationnellement  en  fonction  d'un 
paramètre;  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'intégrale,  on  ne  peut 
avoir  une  intégrale  rationnelle  qui  soit  de  première  espèce  : 
le  résultat  de  la  substitution  ne  peut  être  que  zé/'O  ou  Vinfini. 
Or,  P  et  Q  ne  deviennent  infinis  que  le  long  de  courbes  isolées 
de  la  surface,  tandis  que  nous  considérons  ici  une  famille  d'uni- 
cursales  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire.  On  aura  donc,  pour 
toute  courbe  de  cette  famille, 

Y  dx^q  cly  —  o. 

Par  suite,  la  famille  cl' unicursales  représentera  l'intégrale 
générale  de  cette  équation  différentielle  ordinaire  du  premier 
ordre  entre  x  et  y. 

Il  résulte  de  là  que,  si  la  surface  a  une  seconde  intégrale  de  pre- 
mière espèce 


/' 


cette  intégrale  sera  fonction  de  la  première 5  en  effet,  l'équation 

différentielle 

V\dx -\-  Q^idy  =  o 

ayant  la  même  intégrale  générale  que  l'équation  analogue  relative 

à  la  première  intégrale,  on  aura  nécessairement,  pour  tout  point 

de  la  surface, 

PQi-PiQ  =  o, 

ce  qui  montre  bien  que  les  deux  intégrales  sont  fonctions  l'une 
de  l'autre. 

On  obtient  un  exemple  de  surfaces  jouissant  de  la  propriété  in- 
diquée en  supposant,  au  numéro  précédent,  que  le  genre  p'  de  la 
courbe  i|>  est  nul;  nous  avons  alors  des  surfaces  définies  par  les 

équations 

a:=   F(a,  p,0), 

j'  =  F,(a,p,0)         o(a,p)  =  o, 
5  =  F,(a,p,e), 

et  cela  de  telle  manière  qu'à  un  point  arbitraire  (.v,y,z.)  delà 
surface  corresponde  un  seul  système  de  valeurs  pour  (a,  [5)  et  f). 
Pour  a  =  const.,   on  aura  une  famille  d'unicursales,  et  les  inté- 
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gfrales  de  prcinii'i'c  espèce 

jouissent  bien  de  la  propriété  (jiii  vient  d'être  établie. 

13.  F-es  surfaces  uniciirsales,  c'est-à-dire  les  surfaces  pourles- 
imkIIi's  les  CDordonnées  s'exprliiiriit  on  fonctions  ralionnelles  de 
deii\  paramètres,  n'ont  évidemment  pas  d'inléj^rales  de  did'éren- 
ticlles  totales  de  première  espèce.  Par  suite,  les  surfaces  du  se- 
cond degré  cl  les  surfaces  du  troisième  degré  étant  unicursales, 
à  l'exception  des  cônes  du  troisième  degré,  n'auront  pas  de  telles 
intégrales.  Au  contraire,  une  surface  du  quatrième  degré  peut 
avoir  une  intégrale  de  première  espèce.  Prenons  la  surface  du 
iiuatrième  degré  de  révolulnm  iiiilmir  de  l'iixc  des  z 

(.r!-H^.5)!+(x'-t-^»).A(;)-l-/»(-)=o, 

yi'  cl  /!i  étant  des  polynômes  en  ;  du  second  et  du  (|ualrième 
degré.  Celle  surface  admet,  en  général,  une  intégrale  de  |iremière 
espèce;  considérons,  en  cf1cl,  la  courbe  entre  (/  et  ;; 

Si  /.,  et  /^  sont  des  polynômes  arbitraires  des  degrés  indiqués, 
cette  courbe  sera  du  genre  u/i.  Soit 

/  U(«,  ■:)  (lu 

son  intégrale  de  première  espèce;  en  icniplaeant  ii  par  x-+j'-, 
on  aura  une  intégrale  de  première  espèce  relative  à  la  surface  de 
révoliilHiii. 

Cette  surface  n  aura  pas  une  seconilu  mUgrale  de  |)remière 
espèce;  il  y  a,  en  effet,  sur  la  surface  une  famille  de  cercles  dé- 
pendant d'un  paramètre  arliiu;iirc;  ee  smil  les  couibes  u  =;  const. 
Si  dune,  Tinlégrale 

fv  (Ix  -I-  Q  dy 

leptéscnlc  un(>  inlégraie  de  première  espèce,  il  faut  que  pour 
tous  ces  cercles,  tuw  mimI  de-^  (  om  lic^  miliursales.  i>n  ail,  d'après 
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le  numéro  précédent, 

Fdx-i-qdy  =  o. 

Par  suite,  l'élément  différentiel  doit  être  de  la  forme 
P  dx-i-Qc/y  ^  Ida, 

X  étant  une  fonction  rationnelle  de  x,  y  et  ;.  Or  \(^x,y,  z) 
peut  être  regardée  comme  une  fonction  de  ;/,  z  et  x,  u  et  x  étant 
les  deux  variables  indépendantes,  et  :;  étant  une  fonction  de  (/. 

Puisque 

X  (m,  z,  x)  du 

est  une  différentielle  totale  exacte,  c'est  que  \  ne  contient  pas  x; 
donc  la  fonction  rationnelle  \  de  x,  y,  z  ne  doit  dépendre  que 
de  u  et  z,  et  nous  retombons  sur  l'intégrale  obtenue. 

Citons  d'autres  surfaces  du  quatrième  ordre  admettant  une  in- 
tégrale de  première  espèce;  ce  sont  les  surfaces  du  quatrième 
ordre  ayant  deux  droites  doubles  ne  se  rencontrant  pas.  Soit  le 
tétraèdre  de  référence 

l'équation  générale  d'une  surface  du  quatrième  degré  admettant 
les  droites  doubles 

37  =  o,        j/  =  o         ei        ;  =  o,         Z  =  o, 
sera 

où  les  deux  droites  doubles  sont  en  évidence.  Si,  en  coordonnées 
non  homogènes,  une  des  droites  doubles  est  l'axe  des  s,  la  seconde 
droite  étant  à  l'infini  dans  le  plan  z  ^  o,  l'équation  de  la  surface 
se  déduira  de  la  précédente  en  faisant  <  =  i,  et  se  réduira  par 
suite  à 

(P^2+Q^  +  R)a-2T-2(P'^2+Q'5-HR').îy  +  (P"j^+Q"5  +  R"j7-  =  o. 

Cette  surface  est  évidemment  réglée,  les  droites  étant  données 
par  les  sections  z  =  const.  Il  y  a,  sur  l'axe  des  2,  quatre  points- 
pince,  qui  correspondent  aux  valeurs  de  5,  pour  lesquelles  on  a 

ç(^)  =  (P'^'-+Q'5-+-R')2-(r;2_^Q;  +  R)(P"^2+Q"-_j.R")  =  o. 
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Ln   surface    ])rcccdenlc   rentre  dans  la  calégorie  des  surfaces 
considérée  au  paragraphe  précédent.  Posons  en  effet 

L'équalion  de  la  surface  nous  donnera 

).  =_(P'-s+  Q'--^.  R')+  ^/^^. 

Nous  avons  par  suite,  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la  sur- 
face, 

a:  =  X, 

y  =  [-(?■;:!+  Q';;  +  R')+  /f^Jx, 
.M  =  À* , 

les  coordonnées  s'expriimiil  rationnellement  en  fonction  de  x, 
:.  \':s{z),  et  à  un  point  arbitraire  (x,  y,  z)  de  la  surface  ne 
rorrespond  qu'un  système  de  valeur  de  .r,  ;,  ^'o'.:).  La  surface 
admet  donc  l'intégrale  de  première  espèce 

dz 


I 


\f-A=) 


11.  il  est  Qhsé  de  trouver  toutes  les  surfaces  du  qualrièmc  degré 
admettant  une  intégrale  de  première  espèce.  La  question  revient 
à  la  discussion  d'un  système  très  simple  d'équations  diflTérentielles; 

on  doit  avoir  quatre  polvnonies  0,.  0;.,  Oj,  Oi  du  premier  doi;ré 

0]  =  fli  X -f-  i|_)'  -i-  Cl  ;  -i-  rfi  <, 
6j=  a^x  ■+■  bty  -h  cj ;  -i-  rfj /, 
O3  =  aj  X -t- 6j7 -4- Cj  -  H- rfj  ^ 
Ot  =  «i a:  -t-  biy  -~  CiZ  -^  dit. 

tels,  que  l'on  ail  idcMiliquemenl 

avec  la  condition 

ai-T-ii-+-C3-i-f/j  =  o. 

l'diii-  ii'oiivcr  la  forme  j;éii('ralo  des  fonctionsy  sali>fiiisanl  à  la 
première  de  ces  relations,  il  suflil  de  Irouver  trois  intégrales  dis- 
tinctes. 


.->. 

b. 

Cl 

di 

a. 

b,^l 

C; 

d. 

"3 

b^ 

C3  -  A 

d^ 

a\ 

b, 

Ci 

di-l 
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Or    il   résulte  d'une  théorie  classique  qu'on  peut  obtenir  des 
intégrales  de  la  forme 

Ph       Rh       S>-> 
QX,'     Qx;'     qT.' 

P,  Q,  Pi,  S  désignant  quatre  polynômes  du  premier  degré,  homo- 
gènes en  X,  y,  z,  t  et  les  \  étant  les  racines  de  l'équation 


=  o, 


et  il  résulte   de  la  relation  «, -t- 6^  +  C3  +  rf^  =  o  que  l'on   doit 
avoir 

).1+  )..>-H  ).3-t-  li  =  O. 

C'est  seulement  quand  les  quatre  racines  sont  distinctes  que 
l'on  est  assuré  d'avoir  trois  solutions  distinctes  de  la  forme  indi- 
quée. Quand  les  racines  ne  sont  pas  toutes  distinctes,  on  pourrait 
avoir  des  logarithmes  dans  les  expressions  d'une  au  moins  des 
intégrales  ;  mais  ceci  ne  nous  conduirait  pas  à  des  surfaces  algé- 
briques. Nous  devons  donc  supposer  qu'il  ne  s'introduit  pas  de 
logarithmes;  de  plus,  les  quatre  polynômes  P,  Q,  R,  S  doivent 
être  linéairement  indépendants,  sans  quoi  nous  aurions  une 
surface  conique,  ce  que  nous  excluons.  On  peut  par  conséquent 
poser 


nous  avons  alors  les  solutions 


R  =  s, 


t\ 


yt.,  y\,  y}., 

et,  par  suite,  notre  polynôme  du  quatrième  degré  /(-c,  JK,  -,  0 
doit  être  de  la  forme 

r>-t    z^^'     fi>  ' 

v.r'"  /'•'  y'- 

Si  l'on  prend 

X,  =  —  I,  ),2  =  1,  X3=0,  X4=0, 


/a:>'.     z>-i     i>'>\ 

\yA,       y/,,      y)../ 


on  aura  l'expression 


Q(xy.z,  t), 


i36  (.iiAi'ii  m:  V. 

el,  si  l'on  veut  que  celle-ci  soit  un  jxiljtioine  du  quatrième  degré, 
ce  polynôme  sera  nécessairement 

T'-y- -h  Tj-(\z'-  ~  Bz  t  -h  Cl^)-i-  \' z'  -h  B'z^  t  -h  C z'-  r--i-  D' zl^^  E' t^  : 

nous  retombons  sur  les  surfaces  de  révolution,  qui  se  déduisent 
de  celte  forme  en  remplaçant  x  et  y  respeclivoincnt  par  .r  -j-  iy 
el  X  —  iy. 

Faisons  en  second  lieu 

X,  =  l,  Xj—  I,  X3=— I,  X4  =  — I, 

ce  qui  nous  conduit  à  rexjiression 

si  elle  représente  un  polvnonie  du  quatrième  degré,  il  sera  néccs- 
saireniciil  t\c  la  forme 

+  2  î  (P'3'-jî+  Q';^  ty  ^  R'/=^-=)-^  P'z'-y'--^  Q-zy  ty  -i-  R'/'j  ', 

ce  qui  nous  ramène  à  la  forme 

x^l'Z'-i-Qzt-i-  Kt^}-\-2Ty{V'z'--i-Q'zl-^R'r-)~y-{P'z'--i-(i'z-i-R'), 

el,  par  suite,  aux  surfaces  du  (juiiiiirme  degré  avec  doux  droites 
doubles. 

Une  discussion  un  peu  ininulicuse,  (pic  nous  ne  ferons  pas  ici, 
monlic  (piil  n'v  a  pas,  en  dehors  des  cônes,  d'autres  surfaces 
ayant  une  intégrale  de  ju'cmièie  espère  que  les  deux  surfaces 
trouvées  |ilus  haut  et,  bien  entendu,  toutes  leurs  transformées 
liomograpliiques.  Ce  résultat  a  (Hé  énoncé  sans  démonstration 
par  M.  l'oincaré,  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  (t.  XCIX). 

lo.  Nous  ferons  maintenant  (piilinies  remarques  relatives  au 
cas  où  une  surface  de  degré  m 

f(-'r,y,z)=  o 

possède  plusieurs  intégrales  de  picniic'ri'  espèce,  qui  ne  soient 
pas  fiini  t  11  MIS  les  unes  des  autres  ;  A,  lî.  (1  et  A , .  H, ,  ('.,  étant  les 
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poljnomes  correspondants,  nous  aurons  les  deux  identités 

dx  dy  dz        \  ôx         ay         dz   r 

dx  dy  dz        \  dx         dy  dz  /  •'        ■' 

Nous  supposons  que  les  deux  intégrales 

J TT^    "  J TT— 

ne  sont  pas  fonctions  l'une  de  l'autre,  c'est-à-dire  que  l'on  n'a 
pas  pour  tous  les  points  de/ 

BAi  — AB|  =  o. 

Ceci  posé,  nous  aurons  pour  tout  point  de  la  surface  les  rela- 
tions 


dx             dy             dz 

^  dx             dy             dz 

'où  l'on  déduit 

AB, 

-A,B       BC,-CB,       CA,  — AC, 

/;  f'jc  J  y 

Montrons  que  la  valeur  commune  de  ces  quotients  peut  se 
mettre  sous  la  forme  d'un  polvnome  en  x,y,  z.  Tout  d'abord, 
chacun  de  ces  quotients  restera  fini  pour  tout  point  simple  de  la 
surface  à  distance  finie.  Prenons  maintenant  un  point  de  la  courbe 
double  :  il  n'j  a  aucune  difficulté  pour  un  point  qui  n'est  pas  un 
point-pince;  il  suffit  en  efl'et  de  raisonner  comme  au  n°  8  :  on  aura 
un  facteur  commun  au  numérateur  et  au  dénominateur,  et,  de 
plus,  on  remarquera  que  le  quotient  considéré  s'annulera  au  point 
considéré.  Donnons  k  y  une  valeur  constante  diflerente  de  Yj 
d'un  point-pince;  la  courbe  entre  x  el  : 

ABi  — AiB  =  0 

a  pour  points  doubles  les  points  doubles  de  /(^,  y,  z)  ^  o.  On 
peut  par  suite,  d'après  une  proposition  connue  relative  à  la  théorie 
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des  courbes  (').  mellre  ABi  —  A,  B  sous  la  forme 

AB,  -  A,  B  =  l(x,z)/:-^-ij.(x,z)/(x,y,z), 

À  et  [ji  clanl  des  fonctions  entières  de  x  cl  ;;,  dont  les  coefficients 

pourraient  être  des  fractions  rationnelles  de  y.  Nous  pouvons 

donc  écrire 

ABi—  A,li  _  V(x,  r,  j> 

P{x,y,  z)  étant  un  luiivnonie  en  x,  y,  z.  On  verrait  de  même  que 
AB|  — AiB  _  Pt(x,y,z) 

On  peut  d'ailleurs  supposer  que,  dans  P  et  P,,  z  entre  au  plus  au 
degré  m  —  i .  On  a  alors 

et  ceci  doit  être  une  identité,  quels  que  soient  x,y  et  ;,  puisque 
z  figure  seulement  au  degré  m  —  i .  On  aura  donc,  pour 

AB,-A,B 


(')  On  sait  que  Nœther  a  donné  d'une  manière  générale  (Math.  Annalen, 
l.  VI)  la  condition  pour  que,  étant  donnés  deux  polynômes  s  (a:,  y)  et<^{x,y), 
un  polynôme /(x,  y)  puisse  se  mettre  sous  la  forme 

A?-t-ij>;, 

A  el  B  étant  eux-mcmes  des  polynômes.  Il  en  a  déduit  en  particulier  un  lliéorcmc 
donnant  une  condition  suffisante  pour  que  f  puisse  se  mettre  sous  la  forme 
indiquée.  Considérons  les  deux  courbes 

o(x..r)=o,        ■!^{x.y)-a 

et  prenons  iiii  quelconque  de  leurs  points  de  rencontre,  que  nous  désignerons 
par  .M  ;  soient  p  cl  g  les  degrés  respectifs  de  multiplicité  de  ce  point  pour  les 
deux  courhcs,  cl  supposons  de  plus  que  ce  point  compte  pour/jy  points  de  ren- 
contre (cas  général).  Dans  ces  conditions,  si  la  courbe 

/(x,y)-o 

a  le  point  M  comme  ixiini  iMiilii|>li'  d'unlrc /> -'  <j  —  i,  on  aura  certainement 

f{x,  y)-.  \<f  -4-  Bif. 
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un  polynôme  en  x,  y,  z,  et  nous  pouvons  par  suite  écrire 

AB,-AiB=/iQ(.r,7,;:), 

Q  étant  un  polynôme.  Le  degré  de  ce  polynôme  sera  m  —  4  ;  on 
voit  en  effet,  en  se  reportant  aux  formes  de  A,  B,  C,  que  les  poly- 
nômes figurant  dans  les  premiers  membres  de  la  relation  précé- 
dente sont  de  degré  Q.ni  —  5. 
La  surface  d'ordre  m  —  4 

est  extrêmement  intéressante;  nous  rencontrons  ici  pour  la  pre- 
mière fois,  dans  un  cas  particulier,  une  de  ces  surfaces  d'ordre 
ni  —  4i  que  nous  allons  bientôt  étudier  d'une  manière  générale, 
et  qui  sont  dites  adjointes  à  la  surface  proposée.  La  surface  Q 
passe  par  les  lignes  doubles  de  la  surface,  puisque  les  A  et  les  B 
s'annulent  pour  les  points  de  ces  lignes  doubles.  Les  surfaces  A 
et  B  ayant  pour  points  doubles  un  point  triple  de  la  courbe 
double,  il  est  manifeste  que  la  surface  Q  aura  un  tel  point  pour 
point  double. 

16.  Ces  remarques  faites,  cherchons  si  une  surface  du  quatrième 
degré  peut  avoir  deux  intégrales  de  seconde  espèce  qui  ne  soient 
pas  fonctions  l'une  de  l'autre.  Nous  allons  voir  de  suite  que  la 
chose  est  impossible.  D'après  ce  que  nous  venons  de  dire,  on  a 

ABi  — A,B  — Q/^  =0, 
BC,-CB,  -Q/i  =  o, 
CA,-AC,  _Q/;  =  o. 

Q,  qui  est  d'ordre  m  —  4i  se  réduira  ici  à  une  constante  dlETérente 
de  zéro,  puisque,  par  hypothèse,  les  deux  intégrales  ne  sont  pas 
fonctions  l'une  de  l'autre.  Ces  relations  ne  sont,  en  général,  satis- 
faites que  pour  les  points  de  la  surface;  mais,  dans  le  cas  actuel, 
ce  seront  des  identités,  puisque  le  premier  membre  de  chacune 
d'elles  est  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  4-  On  a  donc  l'iden- 
tité 

A?-.b1^  +  C^^  =  o, 
a,v  Oy  uz 

quels  que  soient  x,  y,  z.  Par  suite,  on  a  cette  autre  identité  en  x, 
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d\       t)B        dC 

T-  +  ::--*■  :r  =  o- 

ox        0y        0z 

Rcporlons-nous  mainlonant  aux  conditions,  mises  sous  forme 
liomogènc,  pour  que  la  surface  ail  une  intégrale  de  première 
espèce.  On  a 

ox  ùy  ai  de 

et  Oi  a  pour  expression 


^Ox        dy       àz  J' 

on  aura  par  conséquent  Oi  ^  o;  mais  0,  est  en  définitive  un  quel- 
conque des  polynômes  0,  el  nous  arrivons  ainsi  à  celte  conclusion 

absurde 

0,  =  0.,  =  03  =  04  =  0. 

L'hypothèse  faite  «•lait  donc  inadmissible  :  une  surface  du  qua- 
trième degré  ne  peut  Ui'oir  deux  intégrales  de  première 
espèce  qui  ne  soient  pas  fondions  l'une  de  l'autre. 

M.  La  niùmo  conclusion  va  s'étendre  à  une  classe  très  étendue 
de  surfaces  du  c/iii/tiiéme  de^ré.  Considérons  une  surface  du  eiii- 
quiénic  degré  ayant  deux  intégrales  de  seconde  espèce  qui  ne  sont 
pas  fonctions  Tune  de  Paulre. 

On  aura,  d'après  ce  qui  a  été  dit  préii'donnnenl, 

/  AIi,-BA,  =  Q//-i-v/(x,j,-,, 

(1)  BC,-CB,  =  Q/;-+-),/(x,^,5), 

(  C.\,-AC,=  Q/, -4-Hi/(a-,j',;), 

Q  étant  un  ]Hil\nonu'  du  premier  degré,  et  )..  a,  v  représentant 
trois  constantes.  De  ces  trois  idcntiti's,  en  tenant  compte  des 
idenlilés  fondamentales 

àx  dy  dz       \dx         ùy         Oz  /  •'        •' 

^' 55  +  ^' ïï;?  "^  ^' 55  -  l.^  ■*"  di^  "^  7(7  j-'^^^'-^' -  *' 
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on  déduit 


(2) 


\  clx  oy  Oz  / 


Les  constantes  À,  [x,  v  sont  reliées  très  simplement  au  polynôme 
Q.  Posons,  comme  nous  devons  le  faire, 

Pi.  =  x(i^{x,y,z)+  h{x,f,z),  Ai  =  ^cfi(a?,7,  x;)-i-  'Li{x,y,z), 
B  =jK9 (x,7,  z)-\-  m.{x,y,z),  Bi  =  x<^i(x,y,  x:)  +  M,(r,jK,  =,), 
G=  ^tp(3-,j', -)-hN(a:,j>',  ^),         Ci=  -ç,(^,.y, -)-^Ni(2-,jK, -), 

et  admettons  d'abord   que   cp   et  «,    ne  soient  pas  identiquement 
nuls  :  soit  s  7^  o.  Dans  la  première  des  équations  (2),  en  posant 

Q  =  /.c  -i-  my  -I-  Il  z  -h  p, 

les  termes  du  degré  le  plus  élevé  seront 

tp  X  [5(Lv  ^  my  +  nz)-i-  Ix  +  [xy  -t-  v;]  : 

on  en  conclut 

,  ,dQ  .-^Q  ^c)Q 

A=— 5  — .  [j.=  — 3-—,  v=  — 5fi^- 

aj?  cy'  oz 

La  même  conclusion  subsiste  si  a  et  o,  sont  identiquement  nuls. 
Considérons,  en  effet,  dans  ce  cas,  les  relations  (i);  les  premiers 
membres  seront  du  quatrième  degré,  et  l'on  aura,  par  suite,  en 
désignant  par  ■!j(x,y,z)  les    ternies    homogènes   du   cinquième 

degré  dans_/', 

(  Zo;  + /?i_/ -1- na  )4':  +  v<j/ =  o, 

(Ix  -i-  my  -h  nz)'!^'^-i-  X<!/  =  o, 
(Ix  -h  my  -i-  nz )ày-+-  n'\i  =0; 
d'oîi  l'on  déduit 

5(/.r  +  niy  -t-  nz)  =  —  (Xx  +  [J-y  ■+-  va), 

et  la  conclusion  subsiste. 

Nous  pouvons  admettre,  en  faisant  un  changement  d'axes,  que 
Q  se  réduise  à  z.  Les  équations  (i)  se  réduisent  alors  à 

l   AB,-BAi=3/i-5/(:r,/,  3), 
(3)  BG,-CB,  =  5/;, 

(  CAi      ACi  =  z  f'y. 
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et  les  équations  (2)  deviennenl 

\  dx        dy        dz   / 
/dA,        eJB,        dC,\       ,„ 

Zl  •  H --i   H r—       —  5C|  =  O. 

\dx         dy         àz  ) 

Nous  avons  pour  A,  13,  C  el  A,,  B, ,  C|  les  expressions  indi- 
quées plus  haut.  En  les  introduisant  dansées  dernières  équations. 


il  vient 


"  \  rfT        dy         dz  I  ~    ' 

/dL,        t)M,        ()N,\       .^, 
\  oar  oij'  dz  / 

Si  donc  nous  posons 

où  les  a  cl  6  sont  des  polynômes  en  x  cly,  de  degré  marqué  par 
l'indice,  on  aura 

3\dx         dy  /  4  \  <>-^         ày  / 

et  de  même,  en  posant 

Li  =  ii'^z--i-  (i\  z  —  rt'j.        Ml  =  6J,-'-4-  b\  z  -t-  6j, 

il  viendra 

I  /da\        àb\\    .       I  fda:       db:\ 

Soit  en  outre 

o(.r,  _)',  -)=  C„Z°  -^  CiZ   -i-  ("2. 

9i(^,y,  =)  =  c; -=-<- c;  - -H  c',, 

où  les  c  sont  des  pol} nomes  homogènes  en  x,y  de  degré  marqué 
par  l'indice. 

Ceci  dil,  la  première  des  équalinns  (3)  donne 


Nous  allons  tirer  de  colle  dornli  rc  éipialion  la  valeur  de/";"!  iiii 
terme  près  de  la  forme  C;"  où  C  sera  une  constante,  car  elle  no 
peut  être   une   fonction  de  .r  et  i-,  puisque/ doit  t'tie  un  polv- 
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nome  du  cinquième  degré  en  x,y,  z]  f  étant  ainsi   déterminé, 
on  devra  avoir,  d'après  les  deux  autres  équations  (3), 

,,       BC,-GB,  .,       CA,-AC, 

/x  = '  /y  = 

Introduisons  maintenant  une  nouvelle  hypothèse  ;  nous  sup- 
posons que  la  surface  possède  une  ligne  double  ne  se  rédui- 
sant pas  à  une  seule  droite.  La  ligne  double  sera  alors  nécessai- 
rement une  conique  située  dans  le  plan  ;;  ^  o,  car  la  surface 
Q  =  o  contient  la  ligne  double  ;  on  ne  peut  avoir  comme  ligne 
double  de  la  surface  deux  droites  ne  se  rencontrant  pas,  car  alors 
la  surface  serait  unicursale. 

Les  surfaces  A  =  o,  A,  =  o,  B  =  o,  B|  =  o  doivent  passer  par 

cette   conique,  et  nous  pouvons   mettre    ses   équations   sous   la 

forme 

-=o,         a"2^_y2-i-i  =  o, 

si  elle  est  indécomposable;  on  ferait  un  calcul  analogue  à  celui 
que  nous  allons  faire  pour  le  cas  où  elle  serait  décomposable. 
Les  poljnomes 

c^T -h- a^,     c-iy -^  b^,     c',x  ^  a'.,,     c',^y  ^  b'^ 

doivent  être  divisibles  par  x--\-y--\-  i  ;  soit  donc 

ic^x  -^  a,={%x  -H  j3)  {x- -\- y- -V- 1), 
c.iy-^bi=(%y  -f-Y)  {x'-^y^-+\), 
c'^aj-t-a',  =(a'a;-l-  §')(a:'' -+-72-4- i), 
c'iy  ^  K  =(  a> -^  y')  (-ï^'-^r- -!-•). 

les  a,  |3,  y  étant  des  constantes;  on  peut  tirer  de  ces  identités  «2) 
62,  Ci  et  «!,,  b'.,,  c'.y 

Dans  y"(x,  j',  z)  le  terme  iudépendant  de  z  sera 

■  b'i)  —{<^-iy  ^  bi){c',x  -+-«2)] 


—  -^[{c^x  +  a{){c',y 

ou 

(5) 

-7(-^'+j'+>)-[^(=ï' 

Cherchons  d'autre  part  le  terme  indépendant  de  z  dans 

BC,-CB, 
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ce  sera 

ou,  en  remplaçant  lus  a.,^  b>,  c-,  par  Iciuj  \alcurs  tirées  des  iilen- 
Ulés(.0, 

+  ;  (c?'-  ^■'^)Ty  -r-  .^3'Y  -  ?r).r  +  JC'a'-  Y^  )]  • 

Celte  expression  doit  être  la  dérivée  par  rapport  à  x  de  l'expres- 
sion (5);  or,  cela  n'est  possible  que  si 

Dans  ces  conditions,  l'expression  (5)  est  nulle,  cl  il  en  résulte 
i\\\c  f{x^y,  z)  serait  divisible  par  z  et  la  surface  serait,  par  suite, 
décomposable.  Donc  une  surface  de  cinquième  degré  avec  une 
conique  double  ne  peut  avoir  deux  intégrales  de  première 
espèce,  qui  ne  soient  jias  fonctions  l'une  de  l'autre.  Nous 
étendrons  plus  tard  celle  proposition  à  toutes  les  surfaces  du 
cinquirine  degré  de  genre  un,  quand  nous  aurons  défini  le  genre 
d'une  surface  algébrique. 


CHAPITRE  YI. 

DES    INTÉGRALES    DE    DIFFÉRENTIELLES    TOTALES 
DE  SECONDE  ESPÈCE  ET  DE  TROISIÈME  ESPÈCE  (•)• 


I.  —  Généralités.  Théorème  fondamental  sur  le  nombre 
des  intégrales  de  seconde  espèce. 

1.  Après  FéUide  des  intégrales  de  première  espèce,  nous  abor- 
dons l'étude  des  intégrales  de  seconde  espèce.  Nous  dirons  qu'une 
intégrale 

(,)  Jvdx  +  qdy        U(x,y,z)=o] 

est  une  intégrale  de  seconde  espèce,  quand  les  conditions  sui- 
vantes seront  vérifiées.  Prenons,  comme  nous  l'avons  fait  pour 
les  intégrales  de  première  espèce,  un  point  arbitraire  (xo,  j'o,  Sp), 
et  envisageons  toutes  les  courbes  passant  par  (xj,  j^o»  ^o)  s"'"  ^^ 
surface,  et  susceptibles  d'être  représentées,  dans  le  voisinage  du 
point,  par  les  équations 

(•2)  ;r  =  .r„-i- X(0,         /=J'o+l-t(0.  s  =  -„-T-v(/), 

\,  [A,  V  étant  liolomorplies  dans  le  voisinage  de  /  =  o  et  s'annulant 
pour  t  ^  o.  On  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  (i),  et  l'on 
a  une  intégrale 

(3)  fF(l)(/l, 

F{t)  étant  méromorphe  autour  de  <  =  o  ;  le  point  /  =  o  ne  devra 


(  '  )  E.  l'iCARD,  Sur  les  intégrales  de  d-[lerentielles  totales  de  seconde  espèce 
{Journal  de  Mathématiques,  i886);  Mémoire  sur  les  fonctions  algébriques  de 
deux  variables  indépendantes  (ibid.,  iS8g);  Sur  la  théorie  des  surfaces  algé- 
briques au  point  de  vue  de  la  Géométrie  de  situation  et  sur  les  intégrales  de 
dijférentielles  totales  (Comptes  rendus,  i5  mars  1897). 
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|)as  être  un  point  singulier  logarilhniiquc  pour  celte  derniiTC  inté- 
grale. Si  celle  condition  est  remplie  pour  tous  les  points  de  la 
surface,  et  pour  toutes  les  courbes  de  la  nature  indiquée  sur  la 
surface,  nous  dirons  ipie  l'intégrale  est  une  intégrale  de  seconde 
espèce. 

Si  l'intégrale  (i)  est  de  seconde  espèce,  l'intégrale  prise  le 
long  de  tout  cycle  susceptible  de  se  réduire  à  un  cycle  nul,  est 
égale  à  zéro;  on  sup])0sc,  bien  entendu,  (;|ue  l'éiénicnl  dinTcrentiei 
reste  fini  pour  loul  point  du  cjcie  considéré.  La  proposition  csl 
évidente  pour  un  cycle  très  petit  dans  le  voisinage  d'un  point 
sin)](le  lie  la  surface/,  car  on  pourra  ramener  le  cycle  à  être  plan 
loiit  en  restant  iiiliiiinicnt  petit,  et  luu  aiiia  alors  un  cycle  infini- 
ment |>elit  sur  une  sec  lion  [)lane  de  la  surface  ;  comme  l'intégrale  (i) 
sera  nécessairement  alors  une  intégrale  abélienne  de  seconde 
espèce  pour  cette  section,  l'intégrale  cherchée  sera  cerlainemenl 
nulle.  Pour  démontrer  le  théorème  dans  toute  sa  généralité,  il 
suffit  de  se  reporter  à  la  surface  S  sans  singularités,  à  laquelle 
nous  avons  fait  correspondre  la  surface  donnée/ dans  un  espace 
à  cinq  dimensions.  Pour  tout  cycle  inliiiiiiuMil  petit  sur  la  surface  S, 
l'intégrale  sera  nulle;  on  peut,  en  cflet,  laire  corres|iiindre  à  un 
point  A  de  la  surface  S  un  point  simjile  d'une  certaine  surface  i; 
dans  un  espace  à  trois  dimensions,  et  nous  sommes  ramenés  au  cas 
(Kii  vient  d'êlre  examiné.  Si  nous  considérons  alors  sur  S  un  cvcle 
arbitraire  susceptible  de  se  ramener  à  zéro  par  une  déformation 
continue,  il  pourra  arriver,  pendant  celle  déformation,  que  le  cycle 
rencontre  des  points  de  S  pour  lesquels  l'intégrale  devienne 
infinie,  mais  l'inli-grale  ne  change  pas  do  valeur  quand  le  cycle  a 
traversé  un  tel  point,  car  la  dillérence  de  ces  deux  valeurs  e>t 
(•gale  à  la  valeur  de  l'intégrale  le  long  d'un  cycle  liilinlmcnl  pelil. 
et,  par  conséquent,  à  zéro,  d'après  ce  (pii  jtrécède;  le  tli(''orème 
est  donc  démontré. 

La  propriété  qui  vient  d  cire  établie  est  caractéristique  des 
intégrales  de  seconde  espèce,  cl  l'on  |iriii  la  prendre  coinmr 
d<''fiiiitioii  de  ces  intégrales.  Montrons  ipie  ces  deux  définilicuis  sont 
équiv:ileiites.  Nous  supposons  donc  l'intégrale  telle  <pie  sa  valeur 
soit  nulle  [Hiur  tout  cycle  susceptible  de  se  ramener  à  un  cycle 
nul.  Si  nous  prenons  d'abord  un  point  simple  de  la  surface 
(.ro,  j'o,  :;o),  on  voit  immédiatemeiil  (|ue,  ./•,  _)•,  ;  étant  exprimés 
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par  les  formules  (2),  l'intégrale  (3)  n'aura  pas  le  point  <  =  o 
comme  point  singulier  logarithmique,  car,  dans  le  cas  contraire,  à 
une  courbe  infiniment  petite  autour  du  point  <  =  o,  dans  le  plan 
de  la  variable  t,  correspondrait  sur  la  surface  un  cycle  infiniment 
petit  autour  du  point  simple  oc^,  y^,  -oj  cycle  susceptible,  par 
conséquent,  de  se  réduire  à  zéro,  et  pour  lequel  l'intégrale  ne 
serait  pas  nulle.  La  démonstration  sera  la  même  si  (xg,  yo,  z-o)  est 
un  point  multiple  quelconcpie  de  la  surfacey;  il  suffit  de  recourir 
à  la  surface  S.  Les  coordonnées  des  points  de  celte  surface  s'ex- 
priment rationnellement  en  fonction  des  coordonnées  .r,  y,  z  d'un 
point  àe  f;  en  substituant  dans  ces  expressions  les  valeurs  (2), 
les  coordonnées  d'un  point  de  S  deviennent  des  fonctions  de  t 
ayant  une  limite  déterminée  quand  t  tend  vers  zéro,  et  l'on  a  ainsi 
sur  S  un  point  limite  A.  Pour  l'intégrale  (3),  le  point  <  ^  o  ne 
peut  être  un  point  singidier  logarithmique,  car  autrement,  un 
cycle  infiniment  petit  correspondrait  sur  la  surface  à  une  petite 
courbe  décrite  autour  de  <  =  o,  et  à  ce  cycle  infiniment  petit  cor- 
respondrait une  valeur  de  l'intégrale  différente  de  zéro.  Mais  ce 
cycle  infiniment  petit  peut  se  réduire  à  zéro,  puisqu'il  lui  corres- 
pond, sur  la  surface  S,  une  courbe  iiifiiiiment  voisine  du  point  A; 
il  V  aurait  donc  contradiction. 

2.  En  se  bornant  aux  singularités  ordinaires  de  la  surface,  c'est- 
à-dire  à  des  courbes  doubles  avec  points  triples,  on  peut  définir 
plus  rapidement  les  intégrales  de  seconde  espèce.  Dans  une  inté- 
grale de  différentielle  totale,  il  peut  y  avoir  des  courbes  le  long 
desquelles  l'intégrale  devienne  infinie.  Soit  C  une  de  ces  courbes 
et  supposons  qu'elle  soit  une  courbe  simple  de  la  surface;  je 
prends  alors  un  cycle  infiniment  petit  entourant  cette  courbe  en 
un  point  arbitraire  (on  peut,  par  exemple,  donner  à  y  une  valeur 
fixe  et  considérer  dans  le  plan  de  la  variable  x  un  contour  infini- 
ment petit  autour  d'un  point  de  la  courbe  C,  répondant  à  la  valeur 
prise  pour  j');  si  l'intégrale  le  long  de  ce  cycle  est  nulle,  nous 
dirons  que  la  courbe  C  est  une  courbe  polaire.  Une  intégrale  de 
seconde  espèce  ne  possède  que  des  courbes  polaires. 

Il  a  été  supposé  que  la  courbe  C  était  une  courbe  simple  de  la 
surface.  Le  cas  où  elle  serait  une  courbe  double  de  la  surface  ne 
donne  lieu  à  aucune  difficulté;  on  peut  de    a  même  manière  con- 
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sidérer  un  cycle  infiniment  pelil  entoiira/il  la  courljc  douhle  dans 
le  voisinage  d'un  ilc  ses  points.  Un  tel  cycle  doit  donner  une  inté- 
grale nulle. 

On  |)eut  encore  dire  (|ue  l'intégrale  de  dilléi'enliellc  lolale  con- 
sidérée est  une  intégrale  de  seconde  espèce,  an  sens  liaLituel  de  la 
théorie  des  couibes  algébriques  pour  une  section  plane quelcon(|uc 
de  la  surface. 

Si  l'intégrale  le  long  d'un  contour  infiniment  petit,  réduclilile 
à  un  cycle  nul  analogue  à  celui  dont  nous  venons  de  parler,  n'est 
pas  nulle,  cetle  courbe  G  sera  dite  une  courbe  logarillimiquc,  et 
l'intégrale  sera  de  trotsirnie  espèce. 

3.  L;i  première  pro|)osilion,  concernant  les  intégrales  de  diffe- 
renlielles  totales  de  seconde  espèce,  consiste  en  ce  qu'<?rt  général 
ces  intégrales  se  réduisent  à  des  fonctions  rationnelles  de  x, 
y  et  z. 

Soient,  en  elVel,  une  surface  pour  laquelle  />,  =  i,  et  une  inté- 
grale de  seconde  espèce 

/  P  rfx  -i-  Q  dy. 

Cetle  intégrale  n'aura  (piuiie  seule  valeur  eu  un  point  arbi- 
traire (x,  y,  z)  de  la  surface.  En  eUel,  tout  cycle  <|ui  se  ramène  à  un 
cycle  nul  donne,  par  hypothèse,  la  valeur  zéro  pour  l'intégrale, 
et,  comme  il  n'y  a  pas  de  cycle  linéaire  elTectif,  toutes  les  pé- 
riodes de  l'intégrale  sont  nulles,  et  elle  se  réduit  par  suite  à  une 
fonction  rationnelle  de  x,  y  et  ;;. 

^s'ous  devons  alors  nous  poser  la  (pieslion  suivante  :  Comment 
potirra-t-on  reconnaître  si  une  sur/ace  algébriijue  possède  des 
intégrales  de  seconde  espèce  qui  ne  soient  pas  des  fonctions 
rationnelles  de  x,  y  et  z,  et  comment  pourra-t-on  obtenir  ces 
intégrales? 

Nous  diitiiis  qui-  lies  intégrales  de  seconde  espèce  sont  distinctes 
fiuand  aucune  combin.ilson  linéaire  de  ces  intégrales  ne  se  réduit 
à  une  fonction  rationnelle  de  ■c,y  et  z. 

i.   Avant  de  traiter  ce  problème,  revenons  aux  considérations 
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développées  dans  le   Cliapiuc  lY,    relativement  au  nombre/;,. 
Nous  avons  lrou\é  une  iiiléiirale 


/ 


R  -f^  +  S  d_x. 


11  résulte  immédiatement  dos  propriétés  établies  que  cette  inté- 
grale ne  pourra  avoir  de  courbes  logarithmiques.  Il  est  tout 
d'abord  impossible  que  Ion  ait  une  courbe  logarithmique  C  qui 
ne  soit  pas  de  la  forme  :  soit  x  =  const.,  soit  j'  =  const. 

En  effet,  l'intésrale 

''\\{.rj-,z)dx, 


f' 

relative  à  la  courbe  f{x,y,  zj=:o  aurait  alors  un  ou  plusieurs 
points  singuliers  logarithmiques  aux  points  de  rencontre  de  la 
courbe  C  avec  le  plan  y  =  j'. 

D'antre  part,  il  n'y  a  pas  de  courbe  logarithmique  de  la  nature 
indiquée  |ilus  haut,  soit  par  exemple 

a-  =  a, 
car  l'inlégrale 

/  ^M^,J,  z)dx, 

relative  à  la  courbe  f{^x,y,  z)^o^  aurait,  pour  )■  arbitraii-c,  les 
points  correspondant  àx^a  comme  points  singuliers  logarith- 
miques, ce  qui  est  contraire  au  fait  cjue,  pour  y  arbitraire,  l'inté- 
grale précédente  est  de  seconde  espèce.  Enfin,  pour  ce  qui  con- 
cerne les  points  à  l'infini,  la  section  de  la  surface  par  le  plan  de 
l'infini  ne  peut  non  plus  être  une  courbe  logarithmique,  car  la 
période  logarithmique  correspondante  est  égale  à  une  période 
logarithmique  pour  le  point  à  l'infini  dans  une  section  J'  =  const., 
c'est-à-dire  à  zéro. 

//  résulte  de  là  que  l' inlégralf 


dx  +  S  dy 


(4)  /u 

est  une  intégrale  de  seconde  espèce,  et,  de  là,  nous  allons  con- 
clure le  théorème  suivant  déjà  énoncé  par  avance  à  la  fin  du 
Chapitre  IV. 
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Lue  sur/ace,  dont  la  connexion  linéaire  est  pi,  possède 

int('s'>a/es  dislincles  de  diJJVrentielles  totales  de  seconde  espèce. 

La  dénionstralion  t-sl  Ininu'diiite.  IS'ous  savons  (Chapitre  IV) 
qu'on  peut  prendre  arbilrairenicnl  les  r  =  pi  —  i  périodes  de 
l'intégrale  (4)-  Considérons  une  intégrale  quelconque  J  de  seconde 
espèce.  Elle  aura  />,  --  i  périodes  (dont  quelques-unes  pourront 
l'tre  nulles);  formons  alors  l'intégrale  (4)  avant  ces  périodes  et 
ili'signoiis-la  par  1.  La  difFérence 


sera  une  intégrale  de  seconde  es|>("'ce  n'ayant  pas  de  période;  ce 
sei'a  par  suite  une  fonction  rationnelle  de  x,y  et  z.  Le  théorème 
est  donc  établi. 


II.  —  Recherche  des  intégrales  de  seconde  espèce. 

5.  Nous  arrivons  maintenant  à  la  recherche  des  intégrales  de 
seconde  espèce.  Nous  piunons,  en  un  ccrlaiu  sens,  regarder  ce 
prohlrnie  comme  déjà  résolu;  une  solution,  du  moins,  se  déduit 
imiiiédiatcmcnl  des  considéialions  développées  dans  la  3"^  Section 
ilii  (',lia|iitre  IV  et  dans  la  première  Section  du  présent  Chapitre. 
Si,  en  cflel,  on  a  formé  l'écpialiou  diliérenlielle  désignée  par  E,  et 
si,  ayant  obtenu  son  groupe,  on  a  formé  le  système  des  équations 
(-),  on  pourra  obtenir  les  /•  intégrales  distinctes  de  seconde 
espèce.  Mais  ce  procédé,  tiès  bon  jxiur  établir  les  théorèmes 
généraux,  est  plutôt  th('-orique,  et  des  considérations  dilTérentcs 
vont  nous  conduire  à  des  calculs  pratiques  d'une  nature  tout  élé- 
mentaire. Commençons  par  considérer  une  surface  dont  l'équa- 
tion est  cir  la  fiiiiue 


y'(.r,  y)  élanl  un  |Hij\non)c,  et  soit  l'inlégralt 


/ 


Pd.r-i-Q  dv 
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forme  à  laquelle  peut  se  ramener  Loule  intégrale  de  seconde 
espèce  après  suppression  d'une  fonction  rationnelle  de  x,y  et  :;. 
Les  P,  Q,  M  sont  des  polynômes  en  jc  et  r,  et  l'on  a  la  condition 
d'intésrabililé 


^'"P|'-''4^)  =  ^/'^-^) 


\  ày        dx  I  dx  ây  J 

en  général  M(x,  j')  sera  le  produit  d'un  certain  nombre  de  facteurs 

[A(.r.  j)]:<[B(.ï-,  j'i]P...[L(.r.  j)])., 

les  polynômes  A,  B,  ....  L  étant  irréductibles,  et  aucun  d'eux, 
comme  on  peut  le  supposer  en  faisant  préalablement  sur  x  et  >' 
une  substitution  linéaire,  n'est  di\  isible  par  y. 
Soit  d'abord  le  cas  le  plus  simple  où 

U  =  k'->-(x,y): 


la  condition  d'intéerabilité  s'écrira 


Af 


A(.,r)(P^^-Q^)  =  ./(-r)[A 


Oy        àx  I  dx 


Supposons  que  A(x,j)')  soit  premier  avec  f{x^y);  on  voit  alors 
que 

Ox  oy 

est  divisible  par  A(.r,  j'). 

Ceci  posé,  considérons  l'intégrale 


/ 


Vix^y)  dx 


en  regardant^--  comme  un  paramètre.  On  peut,  comme  il  est  bien 
connu,  retrancher  de 


A«//(^,r) 


une  expression  de  la  forme 


dx 


lv[f(x.y) 


1  étant  un  polynôme  en  .r,  telle  que  la  différence  ne  contienne 
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plus  A  au  (It'iioiniiiiilciir  i|u  ;i  la  |uiissancc  a  —  i.  Le  polvnonic  /. 
(le  X  aura  ses  cocflicicnls  (|ui  scronl  des  ("raclions  ralioDiielles  cJcj'; 
nous  pourrons  Técrirc  sous  la  forme 

> 

).(x,y)  élanl  un  polvnome  en  .r  cl  i'.  On  aura  alors  nécessaire- 
incnl 

^  '    oiy)     àx-'       '■''  "^Ky) 

[i.(x,  j')  clanl  un  polynôme,  cl,  comme  Q- P  j-esl  divisible 

]iar  A.  il  en  résullera  une  idcnlilé  de  la  forme 

Relranchons  maintenant  de 

V  dx-^-Qldy 

la  tllflerentielle  totale 


r).(.r.>^)v//(T.  y)]_ 
L        ?(7)A»-'        J- 


la  dillurence  sera  de  la  forme 

P,  d.T  -I-  Qi  rfr 


Nous  avons  ainsi  diminue'  d'une  unité  le  degré  de  A,  el  introduit 
seulemenl  au  dénominalcur  le  polynôme  '}(>')•  Nous  pourrons 
l'vidommenl  continuer  ainsi  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  à  une 
difl'éreiUiclle  totale  de  la  forme 

l'a-|(/.r-^Qa-i(/j- 

l'uisqwc  l'intégrale  est  de  seconde  espèce,  il  est  nécessaire  que 
l'a-i  el  Qa-i  soicnl  divisibles  par  A(x,_j'),car  celle  difTércnliclle 
nous  conduirait,  dans  le  cas  contraire,  à  une  intégrale  de  troisième 
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espèce.  Nous  avons  donc  une  inlégrale  de  la  forme 

P  d.r-^Q  dy 


(5) 


r  Fd.7 

J  7Sy) 


après  avoir  extrait  de  l'intégrale  initiale  une  partie  rationnelle  en 
X,  j',  \/f{x,y)\  P  et  Q  sont  des  polynômes  en  x  et -»',  et  '/(j)')  est 
un  polynôme  dépendant  seulement  de  )'. 

La  conclusion  à  laquelle  nous  venons  d'arriver  est  entièrement 
générale  ;  elle  subsiste,  comme  on  le  voit  aisément,  si  M  a  plusieurs 
facteurs  irréductibles,  et  aussi  si  f{-x:,y)  n'est  pas  premier  avec 
les  facteurs  A;  dans  ce  cas,  la  réduction  se  fait  encore  plus  faci- 
lement, comme  on  le  sait,  d'après  la  théorie  élémentaire  des  inté- 
grales h^perelliptiques. 

6.  Il  suffit  donc  de  partir  d'une  intégrale  de  différentieJle  totale 
de  la  forme  (5),  puisque  toute  intégrale  de  seconde  espèce  s'y 
ramène,  comme  on  vient  de  le  voir,  après  soustraction  d'une 
fonction  rationnelle  de  .?',  y,  ^^/{x^y).  En  regardant  j'  comme  un 
paramètre,  arrêtons-nous  d'abord  sur  l'intégrale 


/ 


P(x^y)  dx 


ySy)^Jy-^'-:y 


On  sait  qu'en  retranchant  de  cette  intégrale  la  dérivée  d'une 
expression  de  la  forme 

?,(x)s/j\x,y), 

on  peut  ramener  le  degré  de  P  à  être  m  —  2,  si  m  est  le  degré 
de/".  Les  coefficients  de  Pi  (.y)  dépendront  nécessairement  de  jk, 
et  ce  seront  évidemment  des  fractions  rationnelles  de  j',  dont  le 
dénominateur  sera  '/(y)-  Ecrivons  donc  celte  expression  sous  la 
forme 

ySy) 


où  Pi  (x',  y)  est  un  polynôme.  Considérons  alors  la  différence 
P  dx  -hQdy 

-/.(y)\/j\^,y) 


P,(x,r)^/{x,y) 

ï.iy) 


(D4  ClIAPlTItE    VI. 

Elle  aura  la  forme,  où  nous  gardons  les  mêmes  notations, 

l'dx-t-Q  dy 

avec  la  circonstance  capitale  que  Vi^x.y)  est,  an  plus,  du 
degré  m  —  ■>.  en  s. 

La  condition  d'inlégrabililé 

montre  de   sinle   que  Q(-'',J')  sera,  par  rajiport  à  x,  de  degré 
m  —  I  au  plus. 

Nous  avons  donc  une  intégrale  où  les  degrés  par  rapport  à  x 
sont  limites.  Ecrivons  cette  intéijrale  sous  la  forme 


/ 


I'  (Ir  +  Q  dy 


Où 

P  =  aoa-"'-s-^a|X"'-3-^.  ..-^fl,„_,, 

Q  =  boX"'-i  -+-  biX">-'-^...^b,„-x, 

les  a  et  b  étant  des  fi-actions  rationnelles  dej'.  Telle  est  la  forme 
à  laquelle  peut  se  ramener  toute  intégrale  de  seconde  espèce, 
après  soustraction  d'une  fonction  rationnelle  convenable  de  x,y., 

7.    Prenons  maintenant  la  coiulltion  d'intégrabililé 

'  dy        ^  Ox         •' ^  \()y        àx  1 

el  soit 

S  {T.  y)  =  a:"'-H  œ,(7)x"'-'-T-. . .-!-  o,„(j'). 

Les  doux  membres  de  l'idenlité  (6)  vont  être  des  polynômes 
en  X  de  degré  am  —  a.  Nous  aurons  à  égaler  a/»  —  i  coefficients 
à  zéro,  el  dans  ces  2m  —  i  équations  figureront  les  :>.m  —  i  fonc- 
tions lie  y 

do,      «1,       ....      «m-!,      il).      ''l.       •••■      l'm-l- 

Noiis  foiiiiniis  <]onc  un  >\>li''mi'  déinialions  dilliTontiellcs 
linéaires  au\(piellcs  doivent  satisfaire  les  fonctions  a  el  /».  Si  la 
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surface  z-^/(x,  y)  admet  d'autres  inu'yiales  de  seconde  espèce 
que  des  fonctions  rationnelles  de  .r,  y  et  z,  il  sera  nécessaire 
que  ce  système  aclmelle  pour  les  a  et  b  des  solutions  ration- 
nelles. 

8.  Pour  faire  la  discussion,  supposons  m  impair  et  égal  à 
ip->r\.  En  égalant  d'abord  à  zéro  dans  l'identité  (6)  les  coeffi- 
cients de 

nous  obtenons  m    identités  qui   nous  permettent  d'exprimer  de 

procbe  en  proche 

l>„,     bi,      l>„i-i 

à  l'aide  des  a  et  de  leurs  dérivées  premières.  Portant  ces  valeurs 
dans  les  (m  —  i)  autres  identités  cpic  nous  avons  encore  à  écrire, 
et  qui  sont  fournies  par  la  considération  des  coefficients  cle  x"'~-, 
a;"'~%  ...,  x",  nous  obtiendrons  m  —  i  équations  linéaires  cl 
homogènes  entre 

«0,       «Il       •••,       «/H-2,       '^KT'        ■■''       — (Tk""' 

les  coefficients  dans  ces  équations  étant  évidemment  des  poly- 
nômes en  y.  Nous  trouvons  donc  un  système  de  m  —  i  équations 
linéaires  du  premier  ordre  auxquelles  doivent  satisfaire  les  ni  — ■  i 

fonctions    rationnelles   «„,  (/ ,   rt,„_2.    iVous    sommes    donc 

ramenés  tout  d'abord  à  reconmdlre  si  ce  système  admet  des 
intégrales  rationnelles;  c'est  là  un  problème  que  l'on  sait  ré- 
soudre. 

9.  Les  considérations  précédentes  ne  nous  donnent  pas  en 
réalité  des  résultats  distincts  de  ceux  auxquels  nous  avons  été 
conduits  au  Chapitre  IV  (Section  III).  En  nous  plaçant  au  même 
point  de  vue  qu'à  cet  endroit,  nous  devons  envisage)-  l'intégrale 

'(no-ï"'""--!-  «i2"""^-^-  ■  •+  a,„-i)dr 


/'■ 


s/f{x,y) 


relative  à  la  courbe  z-^f(  x,  y),  oii  y  est  un  paramètre  arbitraire, 
les  a  étant  des  fonctions  jjour  le  moment  arbitraire  de  y.  Celte 
intégrale  est  de  seconde  espèce  pour  j'  arbitraire,  et  elle  a  ip  pé- 


IJb  CIIAI'ITIIE    M. 

riodcs  qui  drjicndtiil  ilc  _r-  Clic-rclions  à  dclcrmiiicr  les  2/>  foiic- 
lions 

"U.        «1 "/H-3, 

de  telle  manière  que  ces  périodes  soient  indépendantes  de  j-  el 
soient  égales  à  des  constantes 


I'.,     I'. P 


»/•' 


|)nur  les  c_\  oies  C|,  C^ Ci.,. 

En  désignanl  par 

to', ,      (O'j,       toi,,, 

les  périodes  de 

-a-"'-'-'  dx 


/: 


correspondant  à  '.tp  cycles  C,  on  aura  les  f./)  ('quations 

(Il  (/oii);,-f-«|to;^-t-...+ «,„_;U>;/=  P/,  (A  =  I,2, ip). 

De  ces  équations,  on  peut  tirer  les  a,  et  Ion  aura 

«1  =  PiQi,i+  PjQj.i-*---—  Pj/.Qî/.,., 

les  Q  étant  des  fonctions  àc  )■.  Il  est  clair  rpie  les  a  ainsi  obtenus 
satisfont  à  un  système  d'équations  linéaires  du  premier  ordre,  el 
nous  allons  voir  facilement  que  ce  système  n'est  autre  que  celui 
qui  a  été  formé  il  y  a  un  instant. 

Sujiposons,  en  ellet,  (pic  Icsrt  soient  des  fonctions  de  y  (ration- 
nelles ou  non),  telles  (|ue  les  périodes  de  1  intégrale 

"  at,x'»-- ■+■  CT| a:"'-'-t- . . . -i-  a„i-t 


P 


//(•r,  r) 


'dx 


ne  dé|)erident  |)as  de  r  ;  montrons  ([u'on  peut  former   une  inté- 
grale de  dinérenlicllc  totale 

f  \Kd.r+  •àdy, 

OÙ 

„       o„.r"'-»-»-a,j:"'-»-+-...-i-a,„-i 


\/.l\^o-) 


S  étant  rationnelle  en  .r  et  v//\j^)>').  tandis  <pié  )'  ligure  d'une 
manière  (|ueIcon(pie.  Il  >uf(it  di'  reprendre,  dans  ce  cas  parlicu- 
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lier,  l'analyse  générale  du  n"  2i,  Cliap.  IV.  On  doit  avoir 

àS  _  dR 
dx        dy 
Nous  prenons  alors 

,     0    /     ^•'•'^  r-'-^-T 


on  posant  /"i,^/(jro,j»'),  et  Xo  désignant  un  nombre  fixe  arbi- 
traire. On  aura  pour  S  ainsi  formé  une  fonction  rationnelle  de  x 
et  \/f{x,  y).  On  volt  de  suite  ([ue  celte  fonction  rationnelle  ne 
peut  devenir  infinie  que  pour  les  valeurs  de  x  ely  annulant/(.z',  j), 
et,  en  oulre,  y  étant  arbitraire,  elle  est  pour  x  très  grand,  d'ordre 

i;  par  conséquent  S  est  nécessairement  de  la  forme 


^  = 


b„.r"'-i  -4-  hi.V 


\/A^-7) 


les  0  ne  dépendant  que  dey. 

Il  résulte  de  là  que  les  relations  dllTcrentlclles  trouvées  au  n°  8 
donnent,  pour  les  coefficients  a,  les  mêmes  valeurs  (|ire  les  équa- 
tions (I).  Il  V  a  donc,  au  fond,  identité  entre  la  recherche  que 
nous  venons  d'effectuer  et  celle  que  nous  avions  faite  précédem- 
ineiil,  mais  /wiis  avons  ici  le  giaii/l  avn/iU/ge  d'avoir  an  pro- 
blème beaucoup  plus  facile  à  traiter.  Des  calculs  immédiais  el 
tout  élémentaires  nous  permettent  de  former  le  système  d'équa- 
tions dlfTérentielles  linéaires  donnant  les  quantités  a,  et  nous 
avons  à  chercher  les  intégrales  ralionnelles  de  ce  système  d'é- 
quations, problème  facile  à  résoudre.  On  re!narc|uera  que,  si  les 
équallons  (Ij  donnent  pour  «o,  ....  rtm_2  des  l'oncllons  ration- 
nelles de  _)',  les  constantes  P  satisfont  nécessairement  aux  équa- 
tions 

(tt)        p,- =  /«;?,  +  /»',  Pj-i-.  ..+ «l'a,,  Pi,,  (t  =  I,  2,   .  ..,  2/)), 

ces  équations  correspondant  à  la  substitution  ipii  transforme  co, , 
0).,,  ....  Wo„  quand  K  décrit  un  chemin  fermé  dans  son  plan. 
Ce  système  des  équations  (r)  n'est  d'ailleiu-s  autre  chose  que 
celui  qui  a  été  considéré  au  n"  22  du  Chapitre  IV. 


l58  CHAPITRE    VI. 

Kl.  Nous  devons  iiialnU'iiuiil  nous  demander,  dans  le  cas  où 
l'on  pourra  ilclcrniiner  ralionnellenienl  les  «  el  les  6,  si  rinléjjrale 
ainsi  oljteniic  csl  de  seconde  espèce.  Les  valeurs  de^-,  correspon- 
dant aux  racines  multiples  de  l'éijuation  en  x 

/(^.3')  =  o- 

sont  les  quanlilés  désignées  au  Chapitre  IV  par  b\  et  désignons 
encore  par  a  les  racines  nmlliples.  IN'ous  avons  à  reprendre  la 
discussion  du  n"  215  du  Clia|iitrc  I\  ;  mais  nous  sommes  ici  dans 
un  cas  j)ius  compli(|ué,  car  les  points  ya.  o)  pourront  être  des 
points  doubles  dun  degré  arbitraire  de  complication  pour  la 
courbe 

Z'-=fi^X,    b). 

11  faut  d'abord  monirercpic  l'intégrale 

Six,  j,  z\dy 


P 


est  une  intégrale  de  seconde  espèce  pour  la  courbe  :-=/(  x,  y), 
quand  x  a  une  valeur  arbitraire.  On  y  parvient  en  suivant  abso- 
lument la  même  voie  qu'au  numéro  indiqué  et  il  résultera  de  là 

(uie  linli'gralc 

'^Rdx  —  Sdy 


f' 


n'a  pas  de  courbe  logarithmique  passant  par  le  point  (f/,  b,  o). 
Si  ce  point  est  un  |)oinl  simple  de  la  surface,  comme  il  l'était  à 
l'endroit  cité,  il  n"_y  a  aucune  difficulté,  car  tout  cycle  infinimcnl 
petit  autour  du  point  (rt,  />,  o)  se  ramène  alors  à  un  cycle  inlini- 
menl  petit  dans  un  plan  ([uelconque  très  voisin  de  ce  point  cl 
donne,  par  suite,  une  valeur  nulle  pour  l'intégrale.  Si  le  point 
{a,  b,  o)  est  un  point  double,  c'est  un  point  double  isolé  de  la 
surface,  et  il  serait  peut-être  possible  qu'un  cycle  infiniment 
priii  autour  de  ce  j)oinl  lût  réductible  à  un  cycle  nul  et  donnât  unr 
valeur  de  l'intégrale  dillérente  de  zéro. 

Pour  décider  s'il  en  est  ainsi,  il  faudra  avoir  recours  à  la  réduc- 
tion (lu  point  singulier  isolé.  On  se  rappelle  qu'on  peut  faire 
correspondre  à  ce  point  une  ou  plusieurs  courbes  d'une  surface 
sans  singularités  dans  l'espace  à  cincj  dimensions.  Cette  réduction 
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faite,  on  verra  immédiatement  si  ces  courbes  sont  des  courbes  lo- 
garitiimiques  pour  l'intégrale,  auquel  cas  correspondrait  alor^, 
dans  le  voisinage  du  point  double  considéré  de  la  surface 

un  cjcie  infiniment  petit,  se  réduisant  à  un  cycle  nul,  et  pour 
lequel  l'intégrale  aurait  une  valeur  différente  de  zéro.  En  écrivant 
que  cette  valeur  est  nulle,  on  pourra  avoir  de  nouvelles  relations 
entre  les  P,  qui  viendront  s'ajouter  aux  équations  (t:).  Ces  rela- 
tions seront  nécessairement  aussi  à  coefficients  entiers,  puisque 
tout  cycle  pouvant  se  ramener  à  un  cycle  dans  un  planjy  =  consl., 
la  période  correspondante  s'exprime  à  l'aide  des  P.  On  aura  fina- 
lement, en  opérant  sur  les  différents  points  singuliers  y  compris 
ceux  qui  sont  à  l'infini,  un  ensemble  de  relations  entre  les  P  per- 
mettant de  prendre  un  certain  nombre  d'entre  eux  arbitrairement, 
et  l'on  aura  de  cette  manière  le  nombre  des  intégrales  de  seconde 
espèce  linéairement  indépendantes.  Nous  pouvons  donc  consi- 
dérer que  la  recherche  des  intégrales  distinctes  de  seconde  es|)èce 
est  complètement  effectuée  pour  les  surfaces  dont  l'équation  est 
de  la  forme  z-  ^=f\X,yj. 

11.  Nous  allons  suivre  une  marche  toute  semblable  pour  ob- 
tenir le  nombre  des  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce  d'une 
surface  dont  l'équation  est  de  forme  quelconque 

nous  pouvons  ici  supposer  que  la  surface  n'a  que  des  singularités 
ordinaires.  Nous  devons  faire  d'abord  une  digression  relative 
aux  intégrales  de  seconde  espèce  d'une  courbe  algébrique.  Pre- 
nons donc  la  courbe  de  degré  m 

f(x,y)=o. 

cjue  nous  supposons  n'avoir  que  des  points  doubles  à  tangentes 
distinctes,  les  axes  occupant  d'ailleurs  une  position  arbitraire. 
On  ramène  immédiatement  les  intégrales  abéliennes  relatives  à 
cette  courbe  aux  deux  types 

rV{x,y)d.r     ^^       rQ(T,y)dx 


|6o  CIIAI'IIIIK    VI. 

<  >ii    n'ii|)proron(lil  gt-néralenienl  pas  ilavanlage  celte  ri'duclion. 

M.  l'icard   a   monlrc-  dans  le  Tome  I  de  son   'J'raité  d'Analyse, 

u.  jo,  (jne,  par  une  soiislraction   con\cnal)le,    les   intégrales  du 

premier  Ivpe  se  ramènent  an  eas  où  le  pol_)-nome  P  est  au  pins  de 

degré  ?./«  —  4  i  ''^  même  pour  le  second  type,  on  peut  le  ramener 

de  proclie  en  proche  au  cas  où  l'entier  a  est  égal  à  l'unilé. 

Allons  maintenant  plus  loin  en  supposant  (jite  l'intégrale  est 

lie  seconde  espèce,  et  voyons  ce  (pie  Ion  peut  dire  des  intégrales 

du  l.vpe 

''Qi.r,  y)  dr 


n 


DilTérenls  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  la  droite  x  ^=  a 
rencontre  la  courbe  en  //(  polnis  distincts,  lui  est  tangente  ou 
bien  passe  par  un  point  double.  Dans  le  premier  cas,  le  |)ol\nome 
Q  devra  évidcmuicnt  s'annuler  pour  les  ni  points  de  rencontre 
<\e  X  =^  a  avec  la  courbe,  sinon  chacun  île  ces  poinis  donnerait 
un  infini  iogarilbinirpie  ;  il  en  résulte  que  le  quolieut 


peut  se  nieltre  sous  la  l'orme   d'un  polynôme  en  x  et  r,  et  nous 
sommes  ramenés  au  premier  type. 

Supposons  ensuite  que  .r  ^=  «  soit  tangente  à  la  courbe  au 
point  j-  r=  b.  Il  faudra,  en  appelant  i,.  ....  h„,-^2  les  m  —  ;>.  autres 
points  de  rencontre  de  x  =(i  avec  la  courbe  (pie  Q(-r,jc)  s'an- 
nule |)()ur  ces  m  —  a  points;  considérons  lexpressioii 

» 

X  —  a 

^(Xjy)  s'anniilciiil  pour  X  =^  a.  y  ^=  I),,  b.,  ••■,  b„,_i  et  suppo- 
sons de  plus  que  ).(a,  b)  =  o.  Si  nous  représentons  par 

t 

y  —  b  =  \3.(r  —  «  I -'  -1- .  .  . 

le  développement  de  y  dans  le  voisiiiagi'  du  point  {^a,  b^,  nous 
aurons  le  terme 

» 

L 
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comme  terme  devenant  infini  dans  le  quotient  — — Or  dans 

l'intégrale 

"■Q  f.r,  -k)  dr 
{x-a)f',  ' 


/' 


qui  n'a  pas  par  hypothèse  le  point  (a,  b)  comme  point  singulier 

logarithmique,  nous  aurons  comme  seul  terme  devenant  infini  un 

terme  en 

I 

{x  —  ay 

Nous  pouvons  choisir  -n-  de  manière  que  les  termes  devenant 

infinis  soient  identiques  dans  l'intégrale  et  dans  le  quotient  con- 
sidéré ;  on  peut  évidemment  clioisir  le  polynôme  'K{^x,y)  de  ma- 
nière à  satisfaire  à  ces  conditions.  La  différence 


/ 


Q(x.  y)dx       lix^y) 


(x  —  a)fy         x  —  a 

restera  alors  finie  pour  x  =  o,  et  elle  sera,  par  suite,  de  la  forme 

•P(x,y)d.r 


r 


J'y 


P(.r,  j')  étant  un  polynôme. 

Il  reste  à  examiner  le  cas  où  la  drt)ile  x  =^a  passe  par  un  point 
double  (a,  6).  Désignons  encore  par  /;,,  60,  ...,  bm-i.  les  ordon- 
nées des  autres  points  de  rencontre  de  x  =  a  avec  la  courbe,   et 

reprenons  l'intégrale 

■■Q(a:,  y)dx 


J\ 


(x  —  a)/;. 

où  Q_{^,y)  s'annule  toujours  pour  (a,  b,)...{a,  bm_2). 

Nous  allons  cette  fois  retrancher  une  expression  de  la  forme 

(x  —  ay' 

Choisissons  d'abord  X  de  telle  sorte  que  ce  quotient  reste  fini 
pour  [a,  b,),  .  ..,  {a,  6,„_o);  pour  le  point  («,  b),  nous  aurons 
deux  développements  correspondant  à  l'une  et  l'autre  branches  et 

soit 

X{a,  6)  =  o. 

P.   ET   S.  II 


lG2  Cll.iriTBE    VI.' 

Si  les  deux  dévcloppemeiUs  dey  sont 

y—b  —  |ji,(a-  — a)-H. 
y  —  b  =  .UîC^  —  <*)  "^■ 


les  (li'v cloi)i)cmcnls  de   ^ — -   ;iiiiuijl    respeclivenieiil    comme 

'  '  (X  —  a  )-  ^ 

tenue  devenant  infini 

dl  à\  àl  à). 

da  "^  ^'  ôb  àa  ■*"  ^*  db 


^      , ,  .  ,         c)X     .  t)X    ,  . ,  .  .      . 

On  déterminera  donc  t-  et  -7  de  manière  que  ces  termes  soient 

àa        oh  ' 

égaux  à  ceux  qui  deviennent  Inlinis  dans  rinlégrale.  Le  polynôme 
"^{x,  y)  ayant  été  choisi  do  façon  à  satisfaire  aux  diverses  condi- 
tions qui  précèdent,  la  différence 


/ 


(^{x,  y)dx         \(x.  r> 
(x  —  a)f^       {x  —  af- 


restera  finie  pour  x  =  «,  et  elle  se  réduira  à  une  intégrale  de  la 

forme 

■p(  .r,  y)d.r 


f- 


fy 


où  P  est  un  jiolvnome. 

il  i('sulte  de  là  que  nous  avons  ramené  toutes  les  intégrales 
fie  seconde  espère,  par  une  soustraction  convenable  d'une 
fonction  rationnelle  de  xety,  à  la  forme 

P(x,  y)  dx 


/^ 


oii  P(;r,y)  est  un poljnome  en  x  et  y  de  degré  im  —  4- 

D'après  la  façon  dont  nous  avons  opéré,  il   pourrait  sembler 

que  dans  celte  réduction  nous  introduisons  des  irrationalités  par 

rapport  aux  coeniciciits  de  r('(|ualii>ny(.r,  >')  =  o.  Kn  réalité,  il 

n'en  est  rien,  car,  sans  résolui (l'(''i|uations  de  degré  supérieur 

à  un,    nous   pouvons   ranieix'r  li'S   intégrales  de  second   Ivpc  au 

type 

fCiix.  v)dr 

J   ~W~' 
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OÙ  X(.r)  est  lin  polynôme  en  x  n'ayant  que  des  facteurs  simples, 
et  la  réduction  peut  se  faire  aux  intégrales  du  premier  type  sans 
avoir  à  résoudre  l'équation  X  =  o. 

Comptons  les  coefficients  restant  arbitraires  dans  l'intégrale  (/i). 
La  courbe  P^o  doit  passer  par  les  d  points  doubles;  dans 
P(j',  y)  figurent  alors 

(irn  —  3  ") (■  2  n;  —  ■•>.)         , 


coefficients,  mais  nous  pouvons  retrancher  de  l'intégrale  {h)  le 
polynôme  arbitraire  ).(x,  y)   de  degré  m  —  2,  qui  peut  s'écrire 


/ 


dx  ày        à  y  dx 


dx 


fy 

m  (  m  —  I  ) 


1                          ,               nUm.  —  I)  ,  ,  . 

et  qui  contient  alors  au  numérateur :  —  i  paramètres  arbi- 
traires. Le   numérateur  de   l'intégrale  ne  renfermera  plus  alors 

que 

(2»!  —  3)i'i,m  —  1)  Vm(in~\)  | 

2  '~[  ~j.  'J 

paramètres,  et  l'on  peut  encore  réduire  ce  nombre,  car  le  numé- 
rateur ne  changera  pas  si  l'on  en  retranche  le  produit 

'>n{-r,y)f{x,y), 

où  1,  est  un  polynôme  de  degré  m  —  .{>  ce  qui  diminue  encore  le 
nombre  précédemment  trouvé  de 

(  m  —  3 ) ( «i  —  -y.) 
2 

En  définitive,  le  nombre  des  paramètres  restants  sera 

(im — 3K2/»  —  ■?"!        ,      m(in  —  i)  (m  —  Vtdn  —  ■}.) 

d hi =  ni-—im^i—d. 

2  22 

SI,  d'autre  part,  nous  voulons  que  l'intégrale  soit  de  seconde 
espèce,  nous  aurons  à  écrire  que  le  point  co  n'est  pas  un  point  cri- 
tique logarithmique,  ce  qui  donne  m  —  i  conditions.  Il  reste 
donc,  en  résumé,  un  nombre  de  coefficients  arbitraires  égal  à 

m- —  lin  -\-\  —  d  —  {m  —  1)  =  («i  —  i)('«  —  2)  —  d  =  ip  -t-  d 


lo'l  CIIAPITHE    VI. 

En  prenant  arltilraircnicnl  ip  intégrales  de  la  forme  indiquée, 
on  est  assuré  d'avoir  un  système  de  np  intégrales  de  seconde 
espèce  linéairement  indépendantes. 

12.  Après  cette  digression,  revenons  aux  intégrales  de  difle- 
renliclles  totales  de  seconde  espèce  relatives  à  une  surface 
f[x,y,z)  =  o.  Il  résulte  du  paragraphe  précédent  que  nous 
pouvons,  pour  la  courbe  entre  x  el  z 

f{r,y,  -)=o, 

trouver  a/y  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce 

J Â         '    ■■"'    J 7- ' 

où  les  Q  sont  des  polynômes  en  .r,y  et  z.  Reportons-nous  alors 
au  n"  23  du  Chapitre  IV. 

Nous  avons  cherché  à  déterminer  les  fimctioiis  r^itionnelles 
«,,  ...,  a.ip  dey,  de  manière  que  les  périodes  de  Tinlégrale 

/"aiQi-}-...-Fa;pQ.,,^^ 

ne  dépendent  pas  dejc.  En  désignant  par  K  le  coeilicioiit  de  d.r 
sous  le  signe  d'intégration,  nous  avons  vu  que  si  la  détermination 
indiquée  des  a  est  possible,  il  v  aura  pour  la  surface  une  intégrale 
correspondante 

fndx^  sdj- 

de  seconde  espèce  ihms  hi(|MrliL'  mi  pc-ul  prciuln',  pour  S,  uni- 
expression  de  In  forme 

Or  on  iieul  Inuucr  l,i  hinne  île  S  considérée  couinir  fonction 
de  .r  et  r.  Une  telle  expression  ne  ]ieut  devenir  infinie»  (pie  |)our 
les  points  (;,  .r)  satisl'aisanl  à  la  relation  y.':=o.  D'autre  part  H 
est,  pour  .r  très  grand,  inlini  d'onlre  «»  —  ,'!;  par  suite  S  sera, 
dans  ces  conditions,  inlliii  lidulre  /;/     -  •>.    Donc  S  est  nécessai- 
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remenl  de  la  forme 

U  étant  un  polynôme  en  a;  et  x;  de  degré  2.  m  —  3.  On  peut  d'ail- 
leurs donner  à  un  polynôme  en  a;  et  ^  de  degré  2/»  —  3  différentes 
formes  quand  x  et  z  vérifient  une  relation  algébrique  entre  a;  et  z, 
relation  qui  est  ici/(x,  y,  z)  =  o.  On  peut  évidemment  suppo- 
ser que  z  entre  seulement  au  degré  m  —  1 ,  et  prendre  alors  pour 
U  une  expression  telle  que 


0/  étant  un  polynôme  en  x  de  degré  au  plus  égal  à  m  +  «  ■ —  2,  les 
coefficients  de  ces  polynômes  étant  des  fonctions  dej)'  que  nous 
désignerons  par  b.  Nous  sommes  assurés,  en  reprenant  les  raison- 
nements du  n"  23,  Cliap.  IV,  que  si  les  a  sont  des  fonctions  dej)" 
(rationnelles  ou  non)  satisfaisant  aux  équations 

(71)         rti(oi.-(- a.,w2 -i-. .  .-i-a.2,jUj|P  =  P/,.         (/:  =  I,  2,  .  .  .,  2/)), 

les  P  étant  des  constantes  arbitraires,  on  pourra  adjoindre  à  R 

une  expression  S  dépendant  de  x^y,  z  et  rationnelle  en  x  et  i;, 

et  telle  cjue 

R  ffe  +  S  dy 

soit  une  difiérentielle  totale  exacte.  Or  prenons  pour  S  une  ex- 
pression de  la  forme -77»  les  coefficients  h  des  puissances  de  x 

dans  les  polynômes  to  étant  des  fonctions  indéterminées  de  j^-,  et 
écrivons  la  condition  d'intégrabilité  pour  la  différentielle  précé- 
dente. Nous  obtiendrons  ainsi  un  système  d'équations  différen- 
tielles du  premier  ordre  entre  les  fonctions  a  et  les  fonctions  b 
de  y.  Sans  qu'il  soit  nécessaire  de  faire  aucune  discussion,  nous 
sommes  assurés  que  l'on  pourra,  entre  les  équations  de  ce  sys- 
tème, éliminer  les  fonctions  6,  de  manière  à  avoir  un  système  de 
•ip  équations  linéaires  du  premier  ordre  à  coefficients  rationnels 
en  y;  nous  savons,  en  effet,  que  les  a  sont  déterminées  par  les 
équations  (ti),  oîi  figurent  seulement  ip  constantes  arbitraires  et 
cela  d'une  manière  linéaire.  Nous  sommes  donc  certains  de  pou- 
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voir,  par  des  calculs  élémenlaires,  former  un  sjslènie  d'équations 
linéaires  L  auquel  salisfonl  les  coeflicienls  a.  Il  ne  reste  plus 
alors  (|u"à  reconnaître  si  ce  système  d'équations  admet  des  inté- 
grales rationnelles  et,  s'il  en  admet  plusieurs,  combien  il  en 
admet  de  linéairement  indépendantes. 

Nous  n'avons  ici  aucune  discussion  à  faire  pour  les  points  sin- 
guliers, comme  nous  avons  pu  avoir  à  le  faire  au  n"  10,  car  la 
surface  n'a  ici  que  des  singularités  ordinaires.  D'après  les  expli- 
cations données  au  n"  4  de  ce  f-hapitre,  le  nombre  des  solutions 
rationnelles  linéaircnxent  indépendantes  du  système  L  sera 
égal  à  Pi  —  I,  et  l'on  a  ainsi  ramené  la  recherche  du  nombre 
/>!  à  la  question  de  reconnaître  si  un  système  facile  à  former 
d'équations  linéaires  ordinaires  à  coefficients  rationnels  admet 
des  intégrales  rationnelles.  Nous  pouvons  donc  regarder  comme 
résolue  la  question  qui  a  fait  l'objet  de  celle  Section  :  trouver  le 
nombre  des  intégrales  distinctes  de  seconde  espèce  dune  surface 
donnée. 

III.  —  Des  intégrales  de  troisième  espèce. 

13.  Une  intégrale  do  difTércnliellc  totale,  jioiir  une  surface 
f(x,y,  z)  =  o,  n'ayant  que  des  singularités  ordinaires 


./■■ 


dx  -H  Q  dy, 


où  Pet  Q  sont  rationnelles  en  x,  y,  z,  sera,  comme  nous  l'avons  dit 
au  n"  2,  une  intégrale  de  troisième  espèce,  (|uand  elle  aura  une 
courbe  loisarilhminue.  Le  lonir  de  certains  contours  infiniment 
petits,  réductibles  à  un  cjclc  nul,  l'intégrale  aura  une  valeur  dif- 
férente de  zéro.  Nous  appellerons  période  logarithmique  une 
période  provcnanl  d'une  courbe  logarithmique. 

Si  l'on  a  une  surface,  pour  la([U('lle  />,  r=  i,  il  est  clair  que 
l'intégrale  ne  peut  avoir  d'autres  périodes  que  des  périodes 
logaritliniiques,  car  tout  cvcle  se  ramène  par  une  défornialion 
continue  aux  cycles  inlininicnt  pelil-i  (jui  nr  pruvciil  iliiiincr  que 
des  périodes  logarithmiques.  Dans  le  cas  où  l'on  a  une  surface 
correspondant  m  /',  >  i  ,  on  peut  obtenir  une  intégrale  ilc  troisième 
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espèce  ayant,  en  dehors  des  périodes  logarithmiques,  /?, — ^i 
périodes  arbitrairement  choisies;  on  peut,  en  effet,  ajouter  à  une 
première  intégrale  de  troisième  espèce  une  intégrale  de  seconde 
espèce  ayant/?)  —  i  périodes  arbitraires. 

Nous  avons  dit  qu'à  chaque  courbe  logarithmique  correspond 
une  période  logarithmique.  Supposons,  comme  il  est  permis, 
qu'une  courbe  logarithmique  irréductible  C  ne  soit  pas  située 
dans  un  continuum  jk  ^  const.  Si  l'on  considère  l'intégrale 


/ 


f  (a;,  JKo,  s)dx, 


relative  à  la  courbe  f{x,  jo>  ^)  =  o  entre  x  et  z,  cette  intégrale 
aura  un  certain  nombre  de  points  singuliers  logarithmiques  cor- 
respondant aux  points  de  rencontre  de  la  courbe  C  avec  le  plan 
>'=j'o.  Pour  un  quelconque  de  ces  points,  la  période  logarith- 
mique sera  une  constante  nécessairement  indépendante  de  y»', 
donc,  à  chaque  courbe  logarithmique  correspond  une  période  lo- 
garithmique. Or  on  sait  que,  dans  une  intégrale  abélienne,  la 
somme  des  périodes  logarithmiques  correspondant  aux  divers 
points  singuliers  logarithmiques  est  nulle;  par  suite,  si  une  inté- 
grale   différentielle    totale  a   différentes  courbes   logarithmiques 

irréductibles 

C,,     C,,     ...,     Cx 

de  degrés  respectifs 

nii,     nin,      ....     m\, 

on  aura  nécessairement,  en  désignant  par  F, ,  Y.,,  .. .,  F^  les  valeurs 
des  périodes  logarithmiques  correspondantes 

mi  r,  H-  /?Î2 To  +  . .  .  -r  rn\  Y\  =  o. 

14.  Cherchons,  autant  qu'il  est  possible,  à  faire  la  réduction 
d'une  intégrale  de  troisième  espèce.  Bornons-nous  aux  équations 
de  la  forme 

Soit  donc  l'intégrale 

rV  d.v-^(^dy 

J     M^/{x,y)' 
où  nous  avons 

M  =  AotBP...I>, 
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les  facteurs  A.  B L  étant   irrc'ducliblcs    cl    premiers    avec 

/(x,y).    En  faisant  les  mêmes  rciliictions  que  dans  le  cas  des  in- 
tégrales de  seconde  espèce,  nous  sommes  ramenés  à 


/ 


Pdx-^-Qdv 


X(^)A.B...lV/(2-,j') 


On  peut  élaljjir  une  proposition  intéressante  relative  aux  po- 
lynômes A,  B,  —  L  qui  liyiircnl  au  ilénoniinatcur.  Laissant  _^- 
constant,  considérons  la  période  logaritlinii(|nc  de  l'intégrale 


/; 


Pdx 


■/(j-}.\.B...Ly/j\ar,y) 
relative  à  un  point  x  racine  de  A{x,  y)=^  o;  cette  période  sera 

Cette  expression  devra  être  indépendante  dcjj'  (x  étant  la  fonc- 
tion de  r  définie  par  A  =  o),  soit  /.■  sa  valeur  constante.  On  aura 

(  R  étant  le  polynôme  Ay  -—  B...L  J  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

<'ty  satisfaisant  à  l'équation  A{x,  y)  ^-^  o.  Nous  avons  donc  la 
conclusion  suivante  :  Lti  surface  \{x,y)  =o  coupe  la  surface 
proposée  z^  =f(x,  y)  siu\a/ii  les  deux  courbes  Histinctcs 

r 

P 

(A)  K{x,y)-^o,        5  =  — _. 

Ainsi  ces  polynômes  A,  —  L  ne  peuvent  rire  pris  arbitraire- 
ment. 

15.    \m  cdiiililHin  ii('cessnii('  nue  nous  venons  di'  Iiduvit  ri'lali- 

vemenl  aux   pnK  nonns  A,  lî I,  xicnl  ((iuiiiIkiiii  r  siiimiiière- 

nicnl  la  discussion  cnmj>lrle  des  intégrales  de  troisième  l'spèce. 
Elle  pcul   conduire  à   des  résultats  assez  singuliers  au    |)remier 
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abord,  comme  celui  que  je  vais  indiquer.  Prenons  le  cas  simple  de 

P  (a'.r  -+-  Q  dy 


h 


la  condition  d'intégrabilité  sera 

On  peut  se  donner  arbitrairement  A(x,y),  et  l'on  peut  cer- 
tainement satisfaire  à  cette  équation  en  prenant  pour  P  et  Q  des 
polynômes  en  x  el  y  :  il  suffira  de  prendre  ces  poljnomes  d'un 
degré  suffisamment  élevé.  Mais  si  K(^x,y)  ne  remplit  pas  la  con- 
dition nécessaire  qui  vient  d'être  indiquée,  c'est-à-dire  si  la  sur- 
face 

ne  coupe  pas  la  surface 

suivant  deux  courbes  distinctes,  il  ne  sera  pas  possible  que 
V unique  courbe  d'intersection  de  ces  deux  surfaces  donne  une 
courbe  logarithmique.  Il  faudra  par  conséquent  nécessairement 
que  P  et  Q  soient  divisibles  par  A. 

La  question  inverse  se  pose  alors  d'elle-même  :  Comment  doit 
être  choisi  K{x,y)  pour  que  l'on  puisse  trouver  des  poljnomes 
P  et  Q  satisfaisant  à  l'équation  (3),  et  qui  ne  soient  pas  divisibles 
par  A. 

Un  cas  simple  est  celui  où  l'on  prendrait 

M  et  N  étant  deux  polynômes,  car  il  est  évident  alors  que  l'ex- 
pression 

log ^7^ 

répond  à  la  question,  c'est-à-dire  peut  se  mettre  sous  la  forme 

V  dx  -^  dy 


/: 


où  p  et  Q  sont  des  polynômes;  les  deux  courbes  logarithmiques 
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sont  les  courht's  il"inlcr.scclion  de  la  surface  A^o  avec  la  surface 
z-=/{x,  y),  courbes  (|ui  ont  respectivement  pour  équations 

A/  ^I 

\(T,y)  =  o,         z=       -j^ 
et 

A(ar,j)  =  o>         ■*=""«" 

16.  La  condition  nécessaire  trouvée  pour  A(.f,  _)■)  revient  à 
dire  que  ce  polynôme  doit  cire  un  dniseur  d'un  polynôme  de 
Informe 

en  désignant  par  M  el  \  des  polynômes  premiers  entre  eux.  Il  est 
évident,  en  cHel,  que  si  A  désigne  un  diviseur  d'une  expression 
de  celle  forme,  la  surface  A  =;^  o  coupe  la  surface  z-  :=/(x,y) 
suivant  les  deux  courbes  distinctes 

A(x,v)  =  o,        j  =  n:^. 
Si  le  polynôme  A  est  de  la  forme 

on  pourra  de  l'intégrale 

Pdx+Q  dy 


f; 


A.B...L^/(x,y) 
retrancher  un  terme  logarithmique,  à  savoir 

(où  K  esl  une  constnnle  convenable),  de  telle  sorte  (pie  la  diffé- 
rence n'ait  |)lus  pour  eourbes  logarithmiques  les  deux  courbes 

^(^,y)  =  o,      5  =  ih  — . 

Les  seules  courbes  logarithmiques  à  ilistance  finie  pour  les- 
quelles on  ne  puisse  pas  faire  une  soustraction  de  cette  iiaiiire 
sont  celles  qui  proviendraient  d'un  polynôme  A(x,  i")  diviseur 
d'une   ex|)ression  de  la  forme   M^  —  i\- /(.r,  y),  où  M  cl  N  sont 


INTÉGRALES    DE    DIFFÉRENTIELLES    TOTALES    DE   SECONDE    ESPÈCE.         I7I 

premiers  entre  eux,  sans  être   lui-môme  de   cette  forme.  Cette 
dernière  circonstance  algébrique  peut  effectivement  se  présenter; 

soit  par  exemple 

f{.r,y)  =  x'' -A- y'' -^  1 . 

Le  polynôme  xy  y'a  —  i  divise 

{x'-^y^)-  —  {x''+y''  +  \), 

sans  être  de  la  forme  M-  —  N-(.2-''  +  y''  4-  i). 

Il  serait  intéressant  de  savoir  si,  A  étant  un  polynôme  jouissant 
de  la  propriété  indiquée  [n'étant  pas  de  la  forme  IN'P  —  N-/(.r,j)')], 
on  pourra  trouver  une  intégrale  de  différentielle  totale 


/ 


?  dx  +  (ldy 


sans  que  P  et  Q  fussent  divisibles  par  A.  C'est  un  point  que  nous 
n'éluciderons  pas,  et  nous  allons  seulement  faire  une  remarque 
importante  sur  la  réduction  des  intégrales  de  troisième  espèce, 
qui  pourra  être  utile  pour  la  solution  de  la  question  posée. 

17.  Considérons  l'intégrale  de  différentielle  totale 


"-& 


/ 


V  dx  +  (ldy 


Nous  supposons  que  dans  le  polynôme /(x,  y),  de  degré /n, 
l'ensemble  des  termes  homogènes  de  plus  haut  degré  ':^{x,y) 
n'ait  que  des  facteurs  simples;  nous  désignerons  par  a  le  degré 
de  A. 

Soit  k  le  degré  de  P  et  Q;  désignons  par/>  et  q  l'ensemble  des 
termes  homogènes  en  x  &l  y  de  degré  A'  dans  P  et  Q,  et  par 
a{x,y)  l'ensemble  des  termes  homogènes  de  degré  a  dans  A. 
Nous  supposons  que  a(x,y)  est  premier  avec  '■o(x,  y),  et  que 
a{x,y)  n'a  que  des  facteurs  simples. 

En  prenant  dans  la  condition  d'intégrabilité  l'ensemble  des 
termes  homogènes  de  plus  haut  degré,  nous  aurons  évidemment 

w  «(4-"S)="'<'-'-'KI-£)-'S-''|]' 

(f(x,  y)  désignant  l'ensemble  des  termes  homogènes  de  degré  m 
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ilansy  :  celle  équation  peut  s'écrire 


0-j>  [  r     /()p        dq\  àa  dal 

àa  \  V     /dp       dq\  àa  t>al 


(Jr,  d'après  (  \),  puisque  'J  est  i)rciiiicr  avec  a, 

Ou  On 

est  divisible  par  a;  par  Mille,  un  pnii  diviser  par  «  )e  second 
membre  de  l'identité  (5)  et  la  nicilir  sous  la  forme 

do  do 

do         do 
et,  comme  ■—  el  -^  sont  premiers  entre  eux,  on  a 

,  do 
P=      ^y^^dx' 

,  do 
q  =  —ux-hk-^, 
ày 

y.  et  A  étant  deux  polynômes  lioniogènes  en  x  cl  )',  le  premier  de 
degré  A'  —  1 ,  le  second  de  degré  /»■  —  ni  -+-  i .  En  substituant  ces 
valeurs  de  p  cl  q  dans  l'équation  { .\).  on  oblicnt  la  relation 

,  ,  /dl  do        dl   Oo\  .  /do  da        do  da\ 

«pii  pi^rmct  d'exprimer  ij.  en  ionction  de  /.,  si  l'on  a 

/7i  -H  2a  7^  2^:+  2. 
En  portant  dans  l'intégrale 

/pdjr-r-q  dy 
a(3;y)\/<f{.r,y) 

la  valeur  de  u  ainsi  obtenue,  on    trouve   que   celle   intégrale  est 

égale  à 

a  ni  -+-  4  a  ^  /? 

2^-1-2  —  m  —  21     a 
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Nous  avons  supposé  que  a(x,y)  n'a  que  des  facteurs  simples. 
Il  faudra  que  \  soil  divisible  par  a(x,y),  car  les  infinis  de  l'inté- 
grale provenant  de  rt(a-,r)  =  o  ne  peuvent  être  que  logarith- 
miques (a  et  3  étant  premiers  entre  eux);  il  s'ensuit  que  p   et  q 

,...,,                                                        dcp   àa        do    da 
sont  nécessairement  divisibles  par  a,  car  autrement  — ^ -i-  -— 

'  oy  ox        dx  Oy 

aurait  un  facteur  commun  avec  a,  ce  qui  est  impossible  quand  a 
et  tp  sont  premiers  entre  eux  et  que  a  n'a  que  des  facteurs  simples. 
Posons 

—    —  A|, 

a 

et  retranchons  de  l'intégrale  proposée  l'expression 

-^—-———K,(^x,y)^f^x,yy. 

la  différence  sera  de  la  forme 

V^dx-^Çl^dy 


f 


>>-(^,y)\/j\^,y) 


où  P)  et  Q,  seront  au  plus  de  degré  k  —  i.  On  a  donc  pu  di- 
minuer d'une  unité  le  degré  des  polynômes  qui  figurent  au  nu- 
mérateur. On  continuera  ainsi  la  réduction  de  proche  en  proche. 
Une  valeur  de  /.•  jouant  un  rôle  important  est  évidemment 


m 

I  -t-  a. 

2 


Supposons  que  m  soit  pair  et  égal  à  'iin' ;   on  pourra  faire  la 
réduction  jusqu'à  ce  que 

k  —  m' —  I  -f-  a. 

Arrêtons-nous  sur  le  cas  particulier  de  l'intégrale 

'P  dx-^qdy 


P 


'/f{^,y) 


c'est-à-dire  où  r<  =  i,  et,  par  conséquent,  a  =  o.  Quand  on  fait  la 
réduction  telle  qu'elle  vient  d'être  indiquée,  on  rencontre  une  cir- 
constance intéressante;  en  réduisant  de  proche  en  proche  il  arrive 
un  moment  où  A"  =  m'  —  i .  Le  polynôme  1  se  réduit  alors  à  une 
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constante  et  réqiialion,  (|iii  clonnu  y.,  indique  que  a  =  o.  La  ré- 
duction peut  se  faire,  on  a  à  relranclier  de  l'intégrale  le  terme 

mais  dans  la  nonvcllo  intégrale  ainsi  obtenue,  le  degré  de  1' et  Q 
ne  sera  pas  m  —  ).,  car,  dans  celle  hypothèse,  )>  doit  être  nécessai- 
rement inilic.  cl  rr(|ii:ili()n  donnant  |j.  montre  que  jo.  =  o.  tant 
que 

Donc  le  degré  de  1'  cl  <^>  iDinhcra  à  ni' —  15  nous  ramènerons 
ilcinc  l'intégrale  ci-dessus  à  l'intégrale 


/ 


Pi  </a?-4-  Qi  dr 


dans  laquelle  le  degré  de  P,  et  Q,  est  égal  à  m'  —  i ,  cl  la  réduc- 
tion se  trouve  terminée. 

19.  Nous  avons  supposé  au  numéro  précédent  que  a{x\  y) 
n'avait  que  des  facteurs  simples.  On  pourra  tirer  parti  de  la  ré- 
duction précédente,  dans  hicn  des  cas  où  il  en  sera  autrement. 
Soit,  par  exemple, 

le  icrine  </,  (.r,  y)  homogène  cl  de  degré  maxinuini  dans  A, 
n'ayant  que  des  facteurs  simples,  cl  supposons,  comme  plus  haut, 
a^{x,y)  premier  avec  »(./•,  j').  Ou  pourra  faire  la  réduction  efl'cc- 
luée  précédemment  ;  on  aura  ici 

(t(.r,y)  =  f«i(a-,^)]«.. 

Le  poljiiome  A  sera  (li\i>ililc  par  (/,  et,  si  Ton  pose 

).  =  n,),,, 

le  terme  à  retrancher  de  l'intégrale  sera 


[.\,(.r,  .)')]"•-'' 
à  celte  nuulilicaliuu  prés,  r.uial_)sc  du  numéro  précédent  .subsiste. 
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20.  Nous  avons  considéré  plus  haut  un  cas  particulier,  celui  où 
l'on  a 

et  nous  avons  indiqué  que  le  polynôme 

xy^^  —  i 
divisait  une  expression  de  la  forme 

M  et  N  étant  premiers  entre  eux,  sans  être  lui-même  de  cette 
forme.  Clierclions  si  l'on  peut  trouver  une  intégrale  de  difleren- 
tielle  totale  de  troisième  espèce  de  la  forme 


(6) 


/ 


P  rf.r  -h  Q  dr 


{xy^'2  —  l)  /x^+j*-!-! 


P  et  Q  élant  des  polynômes.  D'après  le  numéro  précédent,  il  suf- 
fira, pour  le  vérifier,  de  supposer  que  P  et  Q  sont  des  polynômes 
du  troisième  degré.  En  se  servant  de  la  formule  (3)  d'intégrabi- 
lité,  on  trouve  la  seule  solution 

P  =  o,        Q  =o; 

on  est  donc  assuré  que  toutes  les  intégrales  de  différentielles  to- 
tales de  la  forme  (6)  (où  P  et  Q  sont  des  polynômes)  se  réduisent 
à  des  fonctions  rationnelles  de  x,y,  \Jj\x,y). 

21.  Nous  n'approfondirons  pas  davantage,  pour  le  moment, 
l'étude  des  intégrales  de  troisième  espèce.  Une  question  intéres- 
sante devrait  tout  d'abord  être  résolue  :  Peut-il  exister,  pour  une 
surf  ace  dont  la  connexion  linéaire  est  égale  à  l'unité,  des  in- 
tégrales de  troisième  espèce  ne  se  réduisant  pas  à  une  combi- 
naison algébrico-logarithmique  de  la  forme 

les  A  étant  des  constantes,  'h  et  les  R  étant  des  fonctions  ration- 
nelles de  x,y,  z? 

Reprenons  l'intégrale 


/ 


P  dx^Qdy 


^{^,  r)\^f(^,r) 
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Si  A{x,y)  admet  un  diviseur  de  la  forme  considérée  plus  liaul 

on  pourra,  de  l'inlégrale  précédente,   extraire  une  expression  de 
la  forme 

M  —  N  \/f 


aIo£ 


M  -  N  s^f 


a  étant  une  constante  con\enaljlc,  de  tille  surte  que  la  dill'érence 
n'admette  plus  les  deux  courbes  logarithmiques 

comme  nous  l'avons  vu  au  n"  IG.  Ce  serait  seulement  dans  le  cas 
où  A(x,y)  aurait  un  diviseur  ([iii  ne  serait  pas  de  la  l'orme 

sans  que  P  et  Q  fussent  divisililos  par. A,  que  l'on  pourrait  espérer 
avoir  une  intégrale  ne  se  réduisant  pas  à  une  combinaison  algé- 
brico-logarithmique.  Le  cas  particulier  traité  dans  le  numéro  pré- 
cédent ne  nous  fournil  mulheureiiscment  pas  l'exemple  que  nous 
aurions  voulu  donner. 


CHAPITRE  YIL 

DES  INTÉGRALES   DOUBLES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE 
ET  DES  INVARIANTS  QUI  S'Y  RAPPORTENT. 


I.  —  Des  intégrales  doubles  de  première  espèce  (  '). 

1.  Klant  (loniiôe  une  surface  algébrique  à  laquelle  nous  ne  suji 
poserons  d'abord  que  des  singularités  ordiriaiies 

/(■'■,  f,  :)^  o, 

nous  allons  considérer  les  intéijrales  doubles  de  la  forme 


f  fv(.ry,z.)d.rdy, 


où  F  esl  une  fonclion  rationnelle  de  x,  y  et  z.  Nous  reclierclie- 
rons  (|uelle  doit  être  la  forme  de  la  fonction  F,  pour  que  celle 
intégrale  ail  une  valeur  lime  déterminée,  quel  que  soit  le  cnnti- 
nuum  d'intégration.  Nous  nous  bornons,  d'ailleurs,  pour  bien 
fixer  les  idées,  à  des  conlinuum  formés  de  portions  de  surfaces 
analytiques  en  nombre  fini.  Nous  appellerons  une  telle  intégrale 
double  une  intégrale  doiihic  de  première  espèce.  Ecrivons  l'in- 
tégrale sous  la  forme 

dx  dy 


ff 


R{x,y,z)- 


/-: 


(')  Les  iiilégrales  doubles  de  première  espèce  oui  élé,  pour  la  première  l'ois, 
eousidérées  par  M.  Noellier  (Math.  Annalen,  t.  II,  p.  3oi),  mais  l'éminent  géo- 
mètre pose  ces  intégrales,  a  priori,  et  ne  fait  aucune  discussion  sur  leur  l'orme 
nécessaire.  Dans  ses  travaux  ultérieurs,  il  ne  revient  plus  sur  le  point  de  vue  tran- 
scendant, qui  a  été  surtout  développé  par  .M.  Picard  {Co/nptes  rendus,  1884,  e 
Mémoires  sur  les  intégrales  de  dij/'erentielles  totales  et  les  fonctions  algt 
briques.,  i885-i8Sg|. 

P.  KT  S.  12 


■t 
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Di'i   W  csl  une  loiK  Ijoii  I  ;iliiiiiii(llr.   luiiianjiiuiis  d'abord  (jue  l'on 

,  ,.■       .  1  lix  cly  dvdi         clzilr     ,, 

peiil.   dans  I  iiiii'f;ralion,  remplacer — -77-^  par -^:^ — ou — -p —  '^^ 

Jz  Jx  J} 

eflel,  pour-  lairi'  ririlc'yralion,  on  doit  eonsidérer  JT,  V  et  z  comme 
fondions  de  duu\  paramèlres  réels  '/.  el  ;;l,  el  l'intégrale  écrite 
plus  liant  revient  à 


I    /   1!  (  .r ,   )-,  c  ) — ^ —  dl  d\x 

t     «  J  z 


\)cs  écpiations 


ti  ^ '^  dj'  ~d\  "^  dz  dl  ~  ^' 

ùf  àx        <>/  i^    .    '>/  ^  ._ 
à.v  àyi       àj'  d|x       Oz  d\i. 


on 

1  coiicliil 

D(.r,.K) 
IX  X.  ;i) 

Oz 

or 

0.r 

DU.  .T) 

0/ 

Oy 

et,  ])ar  suite,  d'une  manière  abrégée, 

d.r  dv        dy  dz        dz  d.r 

Il  résulle  dr  là  (pi'eu  tout  poiiil  ~iriiple  de  la  surface  pour  lequel 
U  es!  liiili'.  l'intégrale  reste  linie. 

Nous  allons  montrer  que,  pour  (/ne  1' inlén;rale  reste /iriie,  if 
faut  fine  \\{:r.^  v,  z)  ne  devienne  infinie  pniir  aucun  point  à 
clislance  finie.  11  est  d'abiud  l'videni  (|ue  W  ne  ]ieut  être  infinie 
en  un  iioinl  de  /',  sans  èlic  inlinie  le  long  d'une  ligne  de  la  sur- 
l'ace.  Sup|)osons  aloi-s  (|ne  H  devienne  inlinie  le  long  d'une  ligne 
simple  (j  de  la  surface,  l'renons  sur  C  un  point  arbitraire 
(f7,  b^  c),  où  nous  |)Ouvons  supposer /"l  7^  O  ;  dans  le  voisinage 
de  ce  point,  la  courbe  se  jirojelleia  sur  le  )diin  des  .»•)•  suivant 
une  eourlie 

u(a-,  j'j  étani  liid(.ni<ii|die  dans  le  voisinage  de  .r:=rt,  J' =  i  : 

1-         ■  I  des  .  , 

les  a\es  a^ant  une  direction  queleoiupie,  -p  ne  s  annule  [las  p<iui- 
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X  =  a,  y  =  h.  Faisons  alors  le  changement  de  vaiùable 

En  tirant  de  celte  égalité  x  en  fonction  de  y  et  X  par  un  déve- 
loppement valable  dans  le  voisinage  de  y  ^  6,  X  =  o,  l'intégrale 

prendra  la  forme 

d\  dv 


ff 


«-X- 


H  restant  finie  et  ne  s'annidant  pas  pour  la  courbe  C,  c'est-à-dire 
pour  X  =  o. 

Prenons  comme  champ  d'intégration  le  conlinuum  obtenu  en 
associant  à  tous  les  points  d'une  ligne  tracée  dans  le  plan  des  X, 
entre  o  el  X^,  une  ligne  tracée  dans  le  plan  des  y  entre  b  et  y^, 
X,)  el  j'q  étant  respectivement  voisins  de  zéro  et  de  b.  Ce  champ 
d'intégration  aura  une  infinité  de  points  communs  avec  le  conti- 
nuum  C,  et,  par  conséquent,  d'après  une  remarque  faite  jirécé- 
demment  (Chap.  III,   n"  10),  l'intégrale  peut  devenir  infinie.  Or 


envisageons  l'intégrale 


.r.C"^- 


et  laissant  y  fixe,  faisons  tendre  X  vers  zéro  ;  l'intégrale  augmen- 
tera indéfiniment.  Nous  voyons  donc  que  l'intégrale 


augmentera   indéfiniment  quand   on   fera  tendre,   d'une  certaine 
manière,  le  point  (x,  j',  s)  vers  un  point  de  la  courbe  C. 

On  a  supposé  que  G  était  une  courbe  simple  de  la  surface  ;  la 
même  cimclnsion  subsiste  si  C  est  une  courbe  double,  et,  dans  ce 
cas,  la  fonction  R  doit  non  seulement  ne  pas  devenir  infinie  le 
long  de  la  courbe  double,  mais  elle  doit,  de  plus,  s'annuler  le  long 
de  celte  courbe.  En  effet,  R(.r,  )•,  z)  contiendra  X- en  dénomina- 
teur,/.' contiendra  X  en  facteur;  si  donc  la  valeur  de  R  était  dif- 
férente de  zéro  pour  X  =  o,  l'intégrale  se  réduirait  encore  cà  une 
expression  de  la  forme 

•HrfX<r(x 


// 


el  deviendrait  infinie  pour  un  certain  conlinuum. 
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Nous  aiiivoiis  donc  à  la  conclusion  ciucR(j,j)-,  z)  reste  Jinir 
pour  tout  point  à  dislance  finie  et  s'annule  le  long  des  courbes 
doubles. 

Or,  si  l'on  ])rcml  tlabunl  une  courljc  J\x,  y)^  o,  il  ixsullc 
HisémenI  du  tlicortme  cité  de  iNoether  (Cliap.  V,  n"  13)  que  loulc 
fonction  ralionnelle  R(jr,  j)')  restant  (inic  pour  tout  poiiil  à  dis- 
lance  finie  et  s'annulant  aux  points  doubles  peut  se  mettre  sous  la 
forme  d'un  poljnome  entier  en  x  et  v-  Cela  résulte  aussi  de  la 
discussion  de  la  forme  classique  des  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière espèce,  où  l'on  rencontre  une  fonction  rationnelle  R  jouis- 
sant de  la  propriété  indiquée  et  qui  se  réduit  à  une  fonction  en- 
tière en  ./•  et  y . 

Si  nous  revenons  maiiilenaiil  à  la  surface  proposée,  on  conclut 
ilu  théorème  précédent  que  K(x,  )',  z)  peut  se  mettre  sous  la 
forme  d'un  polvnome  Q(.r,  r,  z):  nous  avons  donc  à  cnvisaf;ei- 
l'inté'f^rale 

'  Q  (  X, .)',-)  fir  dy 


JP 


f: 


Il  faut  l'éludier  pour  un  iloiiuiiiie  d'intégration  s"('tcndanl  à  l'in- 
fini, l'osons 

et  prenons  l'intégrale 

l'aisons  varier  /   dans  un  iliiiin|i  liui,  et  faisons  grandir  .r  indé- 
finiment :  rinté;;i'alc 


r''  (^i-r.  ta-,  z  ).}•  d.r 


doit  être  une  intégrale  de  première  espèce  pour  la  courbe  déliiiie 
p.i!'  1.1  leialion  entre  ;  et  .r 

/{.r,l.r,  z)^  o. 

où  /  est  un  paramètre  aibilralre  ;  car,  dans  le  cas  contraire,  nolir 
inl(''grale  (iouble  deviendrait  ci  rluliiiiiicul  iiiliiiie  ipiand.  /  \;in,ii)l 
(1,111^   un   cImiiui   fini,   .r  i;i:iiiilirait    iii(b''liriiniciil .    Il   résnllr    de    l;i 
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que,  pour  t  arbitraire,  le  produit 

Q(a?,  tx,z)x 

<loil  être  un  poljnome  de  degré  m  —  ?>  en  x  et  z.  Par  suite, 
Q(x,  r,  s)  est  un  poljnome  de  degré  m  —  4  en  x,  )'  et  z,  el  nous 
avons  donc  la  forme  nécessaire  de  V intégrale 


II 


Cl(x,  y,  z)dx  c/r 


ou  Q(x,  y-,  z)  est  un  polynôme  de  degré  m  —  4-  '<''  7'"?  '<' 
surface 

passe  par  la  courbe  double. 

2.  Si  maintenant  nous  prenons  l'inlégrale  précédente,  nous 
devons  nous  demander  si  elle  sera  nécessairement  de  première 
espèce.  D'après  les  raisonnements  qui  précèdent,  on  ne  peut  avoir 
de  doule  à  ce  sujet  que  pour  un  continuum  dans  le  \oisinage  d'un 
point-pince  sur  la  courbe  double  ou  dans  le  voisinage  d'un  point 
triple  de  la  courbe  double,  puisque,  pour  un  point  ordinaire  de  la 

ligne  double,  -^  ^^^  fi"^'-  J^oi'S  allons  traiter  ces  cas,  en  procédant 
comme  nous  l'avons  fait  pour  les  intégrales  de  différentielles 
totales  de  première  espèce  (Chap.  V). 

Soit  un  point-pince  de  la  courbe  double  ;  on  ne  diminue  pas  la 
généralité  du  raisonnement  en  supposant  que  l'axe  des  z  est  la 
courbe  double,  le  point-pince  étant  à  l'origine.  Nous  aurons  ainsi 
l'équation,  si  le  plan  .r  =  o  est  le  plan  langent  au  point-pince, 

-i-(a"a-  -H  ^"y  -i-  i' z^.  .  .)y^  =  o       («  ^  o). 
Considérons  l'intégrale  double 

'Q{x,  y,  z)dx  dy 


ff. 


/= 


où  nous  supposons  que  la  surface  Q  =;  o  passe   par  l'axe  des  z, 
c'est-à-dire  que 
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M  Cl  -\  l'iaiil  de»  [lolvnomes.  Si  Ion  pose 

X  —  it  y, 

I  oc|ii;ili()ii  (le  hi  siirliice  moiitri'  iiiJiiK'iliiÉiriiK'nt  f|iii'  ii  irnd  vers 
/.(•n)  ijiiiiiiil  le  pdinl  i.r,  je,  z)  tciiil  vers  l'origine.  Or.  en  faisant 
dans  rinléj;ralc  le  cliangeineiit  de  \ai'iable  x  =  ii  w  iimis  avons 


/.A 


(  iM  M  -+-  ^  >  du  dy 


les  termes  uoa  écrits  au  dénoiniiialeur  s  uiniidanl  pour  x  =  o, 
j-  =  o,  ^=3  0.  li!n  supposant,  comme  nous  pouvons  le  faire,  que 
Y"7^o(le  poinl-piiiee  clant  général),  nous  avons  une  inlégraie 
reslanl  finie  de  (|uei(pie  manière  que  ii  et  >'  lendenl  vers  z(''ro. 

Plaeons-nous  mainlunant  en  un  point  lri|)le  tle  la  courbe 
double;  nous  jiouvons  supposer  que  ce  |)oinl  est  à  l'origine  cl  que 
les  trois  axes  de  eunrdoiinécs  sont  les  droites  doul)les.  On  a  alors 
Féqualion 

Ions  les  cônes  0,=;  o  ayant  jiour  courbes  doubles  les  axes  de  coor- 
données, et  l'intégrale  j)rcnd  la  forme 


// 


Q(>,  y,  z)  d.v  dy 


la    surface    0{x,  y,  z)  =  o  passant  jiar  les   trois  axes,   et  a\anl 
nécessairement,  par  suite,  un  point  double  à  l'origine. 
J:lii  posant^  =  ux,  z  ^=  r.r,  l'intégrale  devient 


//: 


Q(a?,  UT,  vx)x  dudx 


la  relation  entre  //,  r  et  .c  l'ianl 

(1)  MU- .rtii(i,  «.  e)-i-. .  .=  o, 

où  les  termes  de  moindre  degré  dans  les  0,(1,  H,  r)  sont  au  moin> 
du  second  degré.  D'autre  pari,  Çl{x,  ux,  {•  x)  contient  x-  en 
facteur  et  est  certainement  de  la  l'orme  .r-(M  « -f- l\  c).  Donc, 
l'inlégrale  peut  s'écrire 

,   s  II'    (Mmh- Ni')a?rfttÉte 
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Or,  on  peut  supposer  cpron  se  trouve  dans  une  région  autour 
de  l'origine  pour  la([Lielle  ;/  et  ç  restent  (inies,  car,  dans  le  cas 
contraire,  on  ferait  un  autre  changement  de  variables  en  considé- 
rant d'autres  rapports  des  trois  lettres  J:,y,  z  entre  elles.  Nous 
pouvons  donc  dire  que  nous  avons  une  surface  représentée  par 
l'équation  (i);  nous  avons  à  considérer  ceux  de  ses  points  qui 
correspondent  à  des  valeurs  de  x  voisines  de  zéro  et  à  des  valeurs 
finies  de  «eti,  lune  au  moins  de  ces  dernières  étant  nécessaire- 
ment voisine  de  zéro.  Tous  ces  points  sont  des  points  simples  de 
la  surface  (i),  sauf  les  points  correspondant  à  //  ^  o,  c  =  o  :  la 
surface  (i)  admet  en  ellet  la  ligne  double 


Nous  pouvons  regarder  l'intégrale  (a)  comme  une  intégrale 
double  relative  à  (i),  dans  laquelle  le  coefficient  de  du  dx  au 
numérateur  s'annule  pour  la  ligne  double.  Nous  sommes  ainsi 
assurés,  d'après  ce  qui  précède,  que  Vinlcgrale  reste  finie. 

Nous  conclurons  donc  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  l'intégrale  double,  où  O  est  un  polynôme  de 
degré  ni  —  f , 

^ ^(x.  y,  z]  dx  dy 

7'. 


//■ 


soit  de  première  espèce  est  que  lu  surface  de  degré  m  —  4 

passe  par  la  courbe  double. 

3.  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  la  surface 
n'avait  que  des  singularités  ordinaires,  c'est-à-dire  une  ligne 
double  pouvant  avoir  seulement  des  points  triples,  ce  qui  corres- 
pond à  la  réduction  générale  des  singularités  d'une  surface  algé- 
briques. 

11  est  d'un  grand  intérêt  d'examiner  certaines  circonstances 
pouvant  se  rencontrer  fréquemment,  de  façon  à  ne  pas  avoir  à 
faire  la  réduction  générale.  Le  cas  le  plus  simple  sera  celui  d'un 
point  double  isolé  avec  un  cône  de  tangentes  irréductible;  nous 
allons  voir  que  la  présence  d'un  tel  point  n'entraîne  aucune  con- 
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séquence   poiii-    li-    [mK  nonn'    iK   l!ii    nicUiiiil    le-    puliil    (ioiible    ;i 
l'ori^ino.  nous  ;i\ijns,  poiii'  r(i|ii;iliijii  dr  la  surface, 


l'usons 


z^Kz,        J=\z. 

l'équaliou  de  la  surface  devient 

(S)  (p2(\,  Y,  !)-+-  303(X,  V.  w  — .  ..=  o. 

i'reiions  l'intégrale  douMe 


elle  devient 


r  f  Q(^,y-  z)dxdz _ 

•      •-  J  y 

rr(ît\:,  \z,  z)d\d: 


(Jii  peut  supposer  (|ue  \  cl  ^  icsiciit  finies,  car,  autrement,  on 
ferait  y\\\  aulrr  eiiiiiifji'nienl  de  variables;  nous  avons  donc  à  con- 
sidérer, pour  des  valeurs  très  pelilcs  de  z,  des  \aleuis  finies  de  \ 
et  ^  .  Dans  ces  conditions,  le  point  (X,  Y,;;)  est  certainemenl  un 
point  simple  de  la  surface  délinie  par  Téqualion  (3),  puisque  o-, 
esl  irréductible.  L  inlégrale  reste  donc  finie,  et  la  présence  du 
point  double  ir  entraîne  aucune  conséquence  pour  le  ))ol}'nonie  Q. 

On  peut  discuter,  avec  les  formules  précédentes,  beaucoup 
lianlres  cas;  Imit  ij'aiioiil,  la  niéinc  cnnchision  sni)sislcra.  en  gé- 
lU'ral,   quand  le  cône 

35(3-.  >',  ;)  =  o 

se  composera  de  deu\  |)lans  dislmcls.  iJans  ce  cas,  I  équation 

Oj(  \,  Y.  I)-  o 

donnera  deux  droites  distinctes.  Si,  pour  le  point  de  reiuonlre  di' 
ces  deux  droites,  on  a 

-03(X,  Y.  iK-  o. 

la  surface  (  .5  1  n  aura  lias  de  points  inull  ipli--  pour  r  v  oi>in  de  /.éro 
l'I  poiii-  \,  ^  fini-~.  (  )ii  peul  einorc  aller  plii^-  loin:  iorsipie  les  co- 
ordonnées (^a,  |^i)du  pciiiii  (le  reneonlre  des  droites  «a  (X,  Y,  iV-o, 
annulent    le   polv i-    j,,,    la    surface   (.'!')    aura   le    point    double 
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(a,  |3,  o),  mais,  en  général,  le  cône  des  langentes  sera  irrédiic- 
lible,  et  nous  n'avons  aucune  condition. 

Il  en  est  encore  ainsi,  en  général,  même  quand  le  point  est  un 
point  iiniplanaire,  c'est-à-dire  quand  cp2(^,y,  z)  est  un  cai-ré  par- 
fait. En  effet,  la  surface  (3)  aura,  comme  points  doubles  corres- 
pondant à  ;  ^^  o,  les  points  de  rencontre  de  la  droite  double 

o,(X,  Y.  0=0 

avec  la  courbe  ^^(X,  Y,  i)^o;  ces  points  doubles  seront,  en 
général,  des  points  doubles  isolés  ordinaires  pour  la  surface  (3), 
et,  par  suite,  nous  ne  trouvons  aucune  condition  à  imposer  au 
pol_)nome  Q  par  le  fait  de  la  présence  d' an  point  uniplanaire 
général. 

Il  en  sera  autrement  si  l'on  a  cette  sorte  de  point  uniplanaire 
désigné  par  les  géomètres  anglais  sous  le  nom  de  tacnode,  et 
dont  nous  avons  déjà  parlé  (p.  77).  L'équation  est,  dans  ce  cas, 
susce[)tible  de  se  mettre  sous  hi  forme 

'^2  est  un  polynôme  boinogéne  du  second  degré  en  x',  y  et  :;,  et  a^ 
est  du  quatrième  degré;  c'est  le  cas  où  tp^  est  un  carré  parfait,  et 
où  ffla  contient  une  foi'^  en  facteur  l'expression  linéaire  dont  Sj  est 
le  carré.  En  posant 

X  =  Xs,         Y  =  V-, 

nous  avons  lu  relation 

(S;  FiX,  Y,Zj  =  X2-4-Xcf,(X,  Y,  i)^...  =  o. 

Celte  surface  S  auru  pour  ligne  double 

X  =  o,         ;;  =  o. 


L'intégrale 
devient 


// 

/y 


Q(37,jK,  z)dydz 


'-Q(Xa7,  Y^,  z)d\  dz 


Pour  que  l'intégrale  soit  de  première  espèce,  il  est  nécessaire 
que  le  polynôme,  qui  figure  au  numérateur,  égalé  à  zéro,  repré- 
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.sciilo  une  siirliici-  passant  par  la  lij;iic  douille  do  1.  Il  m  sera  ainsi 
si  la  siirlaco 

passe  par  !c  taniode.  Il  i'>t  (  hiir.  d  aillcuis,  (jue  celle  eondilioii 
est  sudisanli,'  pourvu  que  le  lacnoile  soil  un  point  général  lie 
celle  sorte.  Ainsi,  /(/  prése/tcc  (l'un  laciiode  entraine  une  con- 
dition pour  les  intégrales  doubles  de  première  espèce  ('). 

-i.  i\ous  avons,  aux  n"'  1  et  ti,  dans  la  rechcrclic  des  intégrales 
doubles  de  première  espèce,  sujjposé  que  la  surface  avait  seule- 
ment, comme  lignes  multiples,  des  lignes  doubles.  11  est  essentiel 
de  voir  (.\\.\'une  intégrale  de  première  espèce  a,  dans  tous  les  cas 
possibles,  la  forme  précédemment  trou\-ée.  jNous  aurons  bientôt 
besoin  de  ce  résultai  pour  arri\er  à  la  notion  du  genre  d  une  sur- 

lilCC. 

Reprenons  I  intégrale  sous  la  forme 

/.r  c/y 


_//K,..r,.)^ 


la  surface  avant,  cette  fois,  des  singularités  entièrement  arlii- 
traires.  Je  dis  d  abord  ipie  lintégrale  simple 

qu'on  peut  regarder  comme  une  intégrale  abélienne  relative  à  la 
courbe  /"(x,  •)',;)  =  o,  est  une  intégrale  de  première  espèce. 
Nous  diimiiiiis  à  r  inir  valeur  arliilraiie,  de  sorte  (pie  les  points 
iiniili|ilcs  (Ir  1,1  <iiin  be  /"(  .r,  J',  ;)  =  o  sont  à  li  iilerseelion  de  la 
eoiirlie  avec  le  plan  v  =^j'.  Soit  un  de  ces  points  tie  rencontre 
dont  nous  désignerons  i'j:  par  ff(j'),  la  fonction  a{j)  étant  une 
Ibnclioii  bolomorpbe  dey  dans  un  certain  intervalle  suflisammenl 
|nlit. 

On    |)ourra,   dans   le   voisinage  de  ./• -- (^,   développer    .,  de  la 


(')  M.  Niicllier  a  ctiulir  l'inllurnco  de  points  ■■ill^lllicl'S  d'ispiico  \arioc  sur  lo 
genre  d'une  surface  algcbriiiuc  dans  les  Aachric/iten  do  lu  Sociélc  Jlujale  de 
Oôtlingcn  (1S71). 
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manière  suivante  : 

R(a-,  X,  z)  _         A 

les  coefficients  des  puissances  de  x  —  a  non  écrites  étant  supé- 
rieurs à  —  a,  et  le  coefficient  A  étant  une  fonction  holomorplie 
de  j' dans  lintervalle  considéré.  On  a  alors  à  prendre  l'intégrale 
double 


(l.r  dy. 


Posons 


.r  =  a  -r-  «; 


nous  aurons  alors  l'intégrale 


Si  l'on  avait 


-IS(^-^-¥^'y 


on  pourrait  avoir  un  conlinuuni  d'intégration  pour  lequel  l'inté- 
grale sera  infinie  :  on  a  donc 


et,  par  suite,  l'intégrale 


a  <  I, 


j  ^i^-.y,-) 


71 


reste  finie  pour  x  =  a.  Ainsi,  l'intégrale  précédente  relative  à  la 
courbeyi  .r, j)',  :;jr=o  reste  finie  pour  tout  point  à  distance  finie. 
Il  en  résulte  que  R(:r,  y^  z)  est  un  poljnome  en  x  el  z\  on  établi- 
rait de  la  même  façon  que  Vy{x,  y,  z)  est  un  polynôme  en  y  et  ;, 
et  par  suite  li(.r,  j--,  :;)  est  un  polynôme  en  x,  y  et  z.  Nous 
arrivons  donc  à  la  conclusion  que,  quelles  que  soient  les  singu- 
larités, une  intégrale  de  première  espèce  a  nécessairement  la 

forme 

/'  f(i(.T,r,  z)dxdy 

.1.1 Z 

et  l'on  voit,  comme  plus  haut,  que  Q{x,  y,  z)  est  au  plus  du 
degré  m  —  4- 

JNous  avons  là  des  conditions  nécessaires  ;  il  faudra  ensuite  faire 
une   discussion   pour  écrire  les  conditions   supplémentaires.   I^u 
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surface  |)ourra  a\oir(les  points  iiiulliplcs  isolés  (|ui  iicccssileronl 
une  discussion  spéciale;  relativement  aux  lignes  multiples,  il 
résulte  évidemment  de  l'analvsc  ci-dessus  qu'un  phm  arhilraire 

y  =  const. 

coupera  la  surface  Q  =  o  suivant  une  courbe  tjui  sera  une  adjointe 
(l'ordre  m  —  /\  de  l'intersection  de  la  surface  proposée  par  le 
même  plan,  et.  sous  celte  condition,  lintégrale  restera  certaine- 
ment finie  pour  le  voisinage  d'un  point  pris  arbitrairement  sur  la 
courbe  nuiili]de.  Mais  il  pourra  y  avoir  sur  celle-ci  certains  points 
particuliers  pour  lesquels  une  discussion  sera  nécessaire;  ainsi, 
par  exemple,  pour  prendre  un  cas  très  simple,  si  une  surface  a, 
comme  plus  liaul,  une  courbe  double  le  long  de  laquelle  les  deux 
plans  tangents  sont,  en  général,  difTércnls,  el  qui  a  seulement 
certains  poinls-pince  de  nature  géni'ralc.  il  suffira  que  l'adjointe 
Q  1=  o  passe  parla  ligne  double,  sans  i|ij'il  v  ail  aucune  condition 
supplémentaire  à  ajouter  pour  les  points-pince.  Mais  si  le  point- 
pince  est  spécial,  il  pourra  v  avoir  des  conditions  supplémentaires 
à  écrire;  il  en  sera  ainsi  dans  le  cas  où  le  coefficient  v''  sera  nul. 
On  s'en  convaincra  en  prenant  la  surface 

{a~-(z)x^-r-{a:x-^  ^' Y  -i- •;' z) xy  -^(tx'x-i-  '^'y)y^=  o, 

<|ui  ailniel  la  ligne  double  x  =  o,_yr— o,  avec  un  point-pince  à 
roriiiine.  L"intég;rale 


■  o" 


// 


(l(x,y,  z)dxdy 


<)(.r,  )•,  ;)  étant  un  polvnonic  U'\  ipic  la  surface 

Q  l  .r.  y.  -  1  —  o 

passe  par  la   ligne  double,  reste  finie  dans  le  voisinage  de  tout 
point  de  la  courbe  double  à  dislance  finie,  sauf  pour  l'origine. 

Dans  tous  les  cas  possibles,  la  recherche  des  condilions  supplé- 
mentaires se  déduil  aisément  de  la  réduclion  supposée  efTecluée 
des  singularités,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  expressions  des 
coordonnées  .r,  -)-,  z  des  points  de  la  surface  dans  le  voisinage 
(I  un  point  siiiguliiT.  exprimées  au  moyen  d'un  nomlirc  limité  de 
<li'\cloppenients    liciloniorpli('s    par    rapport    à    deux    parainètres. 
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Toute  surface  Q(x,  t,  :;)=  o  d'ordre  ni  —  "j,  pour  laquelle  le 
preniicr  membre  de  l'équation  peut  servir  à  former  une  inté- 
grale double  de  première  espèce,  est  dite  une  surface  adjointe 
d'ordre  m  —  .\.  Le  système  linéaire  formé  par  ces  adjointes 
est  désigné  sous  le  nom  de  système  laiionicjiie. 

5.  Un  cas  simple  et  intéressant  est  celui  d'une  surface  ayant 
des  lignes  multiples  et  des  points  multiples  isolés;  ces  lignes  et 
ces  points  étant  de  la  nature  suivante.  En  un  point  arbitraire 
de  la  ligne  multiple,  les  plans  tangents  sont  différents;  il  peut 
seulement  y  avoir  certains  points  particuliers  de  la  ligne  multiple 
où  deux  plans  tangents  sont  confondus,  et  l'on  suppose  que  l'on 
soit  dans  le  cas  le  plus  général  où  cette  circonstance  se  présente. 
Relativement  à  un  point  multiple  isolé,  on  suppose  que  la  sur- 
lace ayant  pour  équation 

la  transformation 

l'ait  correspondre  à  ce  point  une  courbe 

-  =  o.         '^pi'^,  Y,  I )=  o, 

dont  tous  les  points  à  distance  finie  sont  des  points  simples  pour 
la  surface  Iransformée. 

Il  résulte  d'abord,  de  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  que  la 
surface  adjointe 

aura  une  ligne  multiple  d'ordre  p  de  la  surface  comme  ligne 
multiple  de  degré  p  —  i . 

l'our  voir  la  condition  relative  à  un  point  multiple  isolé 
d'ordre  q^  faisons  dans  l'intégrale 

'Q(.T,  y^  z)dx  dz 


II 


f'y 
le  changement  de  variable  x  ^^  X^,  y  =  Yz  :  l'intégrale  devient 


Q(X-;.  Ys.  z)zdXd!i 


r  r         Q(Xz.Yz.z)zd)i 


Tj' 
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cl  l'on  voit  (le  siiilc  (|ii";éii  nii  niera  leur,  le  polynôme  Q(X  ;,  \z,  z) 
<loil  cnnlcnlr  ;''  -  en  fadeur;  donc  la  surface  adjointe  Q  =r  o 
itdniel  If  fioiiil  niiiltij>le  isolé  d'ordre  q  de  la  surface  comme 
point  niiilliiile  d'ordre  q —  2;  c'est  l'extension  de  ce  que  nous 
avons  Iroiivi'  pour  q  =z  '2.^  cas  dans  lequel  aucune  condition  ne  se 
trouve  imposée  à  l'adjointe. 


(>.  Teiniinons  celle  Seeli(jn  par  une  remanpie  (pi'un  |k-uI  re- 
garder comme  mil'  extension  du  titéorème  d'Abel  <iii.r  iiilé- 
S'rales  doi//i/rs  dr  première  espèce.  Soit  la  surface 

fia-,  y.  z  \—  o. 

ri  eonsich'roiis  les  cleux  faisceaux  de  surfaces 

A(a7,7,  ;)  -r-lïi{x.  y,  z)-o, 
C(.r,  y,  3 )--  [JiD(.r,  y.  c)=  o. 

Supposons  que  les  trois  équations  précédentes  définissent  un 
oerlain  nombre  ni  de  points 

'■'Il  J'i!   -"l)-       ••■'      { •''"  m  •  y /Il ,  •'m)y 

variables  avec  \  et  a,  cl  décrivant  toute  la  surface,  c'csl-à-dire  que 
le  déterminant  fonctionnel  de  .r,-  et  1',,  par  rapport  à  )>  et  a,  n'est 

pas  iil(i]li(|ui'mi'nl  nul.  \ous  désignons,  comme  plus  haut,  par 

'Q(x.  y,  3) ef.T  dv 


.f.n 


/■ 


une  intégrale  double  de  première  espèce  de  la  surface,   et  nous 
formons  la  somme 

''-'    K -^-^ 7Z, ^" 

C'est  une  fonction  symétrique  de  (.ri,j'4,  ;,),  ...,  (x„,, _)",„,  z„,)\ 
elle  est  donc  une  fonelion  i-ahomielle  i\v.  À  et  a,  soit 

lu  À.  \>.). 

Or,  si  lOii  i^reud  un  eonlinuiim  arbitraire  d'intégration  dans  le 
donialiie    clés    \. niables   compli'xes    (^A,  ij.  I,    il   y   correspondra    un 
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conlininim  pour  (xj,  Vh  :,),  et  l'on  aura 

t=/n 

Or,  cuiel  f|iie  soit  le  conliniiiini  régulier  pris  dans  l'espace  (),,  fji), 
le  premier  membre  restera  fini;  il  en  sera  donc  de  même  du 
second.  Mais  une  int('grale  double  dune  fonction  rationnelle  de 
À  et  [x  ne  peut  rester  finie  pour  tout  continuum  d'intégration,  à 
moins  qu'elle  ne  soit  toujours  nulle.  On  a  donc  identiquement 

et,  par  suite,  l'f.rp/pssioii  E  est  idenliquement nulle,  ce  qui  con- 
stitue une  extension  du  théorème  d'Abel  aux  intégrales  doubles 
de  première  espèce.  On  voit  <pie  nous  avons  suivi  absolument  la 
même  voie  que  celle  qui  est  souvent  employée  pour  établir  le 
tliéorènie  d'Aiiel  en  se  limitant  aux  intégrales  de  première  espèce  ; 
au  point  de  vue  anal\ti(pie,  cette  extension  est  d'ailleurs  plus 
curieuse  qu'utile,  et  nous  n'v  insisterons  pas  ('). 


II.  —  Du  genre  géométrique  ( Flachenifesclilecht) 
des  surfaces  algébriques  (^j. 

6.  Dans  la  théorie  des  courbes  algébriques,  la  considération  des 
intégrales  de  première  espèce  conduit  à  un  nombre  qui  joue  uu 
rôle  considérable  ;  c'est  le  nombre  habituellement  désigné  par /», 
et  qui  est  égal  au  nombre  des  intégrales  de  première  espèce 
linéairement  indépendantes.  Considérons  pareillement  une  surface 


(')  Dans  deux  Mémoires  du  Journal  de  Mathématiques  (1887  et  iSgo), 
M.  Humbert  a  fait  d'élégantes  applications  géométriques  de  l'extension  du 
théorème  d'Abel  aux  intégrales  multiples. 

(-)  La  notion  de  genre  a  été  introduite  dans  la  Ibéorie  des  surfaces  par  Clcbsch 
dans  une  courte  Note  des  Com/jles  rendus  (décembre  1S6S).  lîlle  a  été  ensuite 
approfondie  par  M.  ÎSoether  dans  un  .Mémoire  du  tome  II  des  Math.  Annalen,  que 
nous  avons  déjà  cité,  et  surtout  dans  son  Alémoire  fondamental  du  tome  VIII  de  la 
même  collection.  Dans  ce  dernier  Mémoire,  M.  Noether  se  place  uniquement  au 
point  de  vue  algébrique. 


i()2  ciiAi'iriti:  vil. 

algébrique  irrc'ducliblc  i/tielcoïKiiif  de  dogié  m 

cl  soit 

'Q(t,  y,  z)dxdr 


(V 


l'expression  générale  des  intégrales  doiihies  de  première  espèce. 
I.,e  |)olvnome  Q  est  un  polvnoinc  de  degré  m  —  4i  el  dcjtend 
d'une  manière  linéaire  et  lioniogèiie  d'un  certain  nombre  de  con- 
stantes arliili'aircs.  Soit  p^  ce  riniiilirc  ilr  Icllf  ni.uiirrc  c|Mr-.  -i  Ton 
désigne  par 

(S)  Q,,     Qî Q;.- 

II.,  polvnomes  correspondant  à  des  intégrales  de  première  espèce, 
cnlrc  lesquels  on  n'a  pas  de  relation  homogène  et  linéaire  à  coef- 
(icients  constants,  l'expression  générale  de  Q  sera 

les  A  étant  des  con»lanles.  (^>uanil  mms  disons  qu'entre  les  termes 
de  la  suite  (S)  n'existe  pas  de  relation  liomogcne  et  linéaire,  on 
lient  cnlcnilrc  1  iidiUVrcinmciil  (|n  liiic  Icllo  relation 

ai  Qi  —  «2  Q2  -f-  ■  .  ■  -^  a,.. Q/.;  =  o 

foù  les  a  sont  des  ((iii^laiilcs  i|iii  iic  m)iiI  pas  toutes  nulles)  ne 
peut  avoir  litu.  soit  (lu'ou  v  considère  .r,  f,  ;  comme  trois  va- 
riables indépendantes,  soit  que  le  point  (.r,j)-,  ;)  appartienne  à 
la  surface  /'.  Les  deux  ])oinls  de  vue  reviennent  au  même,  puisque 
les  (^  sont  de  degré  inii'i-icur  à  ///. 

Le  nombre /'^- s'ap|)<'ile  le  genre  i^ronH'trùiiie  de  lu  surface: 
JNoetber  le  désigne  aussi  sous  le  nom  de  Fluchengeschlecltl ;  il 
est  l'analogue  du  genre  riemannien  ji  d  mu'  courbe  algébrique. 
Nous  verrons  bientôt  (C.liap.  \  111  1  ponnpioi  nous  ajoutons  l'in- 
dice "■  :  c'est  (pi'il  v  aura  lieu  d'iiitioduire  dans  certains  cas,  à 
côté  dc/<i.,  un  autre  nombre  (pii  sera  désigné  sous  le  nom  dv  genre 
niimi'rujiie. 

7.  Le  "eiire  l>„  est  un  /loni/irc  iinariaiit,  e"e^l-,'l-dln■  qu'il 
est  le  même  pour  deux  surfaces  cpii  se  correspondent  liliMiionncl- 
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lenient.  Soient 

f{x,y,z)=o,         F(X,  Y,  Z)  =  o 

les  éqiialions  de  deux  surfaces  algébriques;  on  suppose  que  l'on 
ail  simullanémenl 

j^:- R,(X,  V,  Z), 

7=  R.2(X,  Y,  Z), 
z^  RaOt,  Y,  Z) 
et 

X  =  /-|(x,  j',  z), 

Y  =  r,{x,y,z), 
Z  =  ri{x,  y,  z), 

les  R  et  r  étant  des  fonctions  rationnelles  des  lettres  dont  elles 
dépendent.  Nous  disons,  dans  ce  cas,  que  les  deux  surfaces  se 
correspondent  par  une  transformation  biratlonnelle.  11  est  immé- 
diat c[ue  le  genre  géométrique  sera  le  même  pour  les  surfaces  f 
et  F. 

En  effet,  à  toute  intégrale  double  de  première  espèce  de/cor- 
respond  une  intégrale  double  de  première  espèce  de  F  et  inverse- 
ment, comme  le  montrent  de  suite  les  substitutions  birationnelles. 
Les  genres  des  deux  surfaces  sont  donc  égaux  (  '  ). 

8.  Indiquons  quelques  exemples  simples.  Soit  tout  d'abord  la 
surface  la  plus  générale  de  degré  m;  comme  cette  surface  n'a  [las 
de  points  singuliers,  on  aura 

{m  —  \){ m  —  9.  )( m  —  3  ) 
P.=  6 ' 

ce  nombre  étant  le  nombre  des  arbitraires  dans  un  polynôme 
d'ordre  m  —  4  à  trois  variables.  D'a[)rès  ce  que  nous  avons  dit 
dans  la  Section  précédente,  un  point  double  isolé  ne  diminue  pas 
en  général  le  genre;  nous  avons  vu  qu'd  en  était  ainsi,  non  pas 


(  '  )  La  démonstration  de  ce  théorème,  qui  est  immédiate,  comme  on  vient  de  le 
voir,  quand  on  se  place  au  point  de  vue  transcendant,  après  avoir  discuté  com- 
plètement la  forme  des  intégrales  doubles  de  première  espèce,  est,  au  contraire, 
très  délicate  quand  on  se  place  au  point  de  vue  algébrique,  comme  l'a  fait  Noetlicr 
(voir  Math.  Annalen,  t.  VIII,  p.  âi't)- 

P.  ET  S.  i3 


ig^  ciiAi'iTnE  vu. 

seulement  pour  im  puitil  iloulile  ;"i  cône  indccomposalili-,  iii;ii> 
pour  un  point  biplanaire  génrral  et  même  pour  un  poinl  uni- 
planaire  général.  Au  contraire,  un  lacnode  général  diminue  le 
genre  géométrique  d'une  unité. 

Si,  sur  une  surface,  il  existe  une  famille  [dépendant  d' un 
paramètre  arbitraire)  de  courbes  unicursales,  le  genre  de  la 
surface  sera  /h//. Dans  ce  cas.  il  v  aura  certainement  sur  la  sur- 
face une  courbe,  dépendant  d\\u  [laruiiirtre  arbitraire  u,  suscep- 
tible d'être  représentée  par  doux  équalioiis  de  la  forme 

'i(x. y,  «)=  o, 

o  étant  un  poljnome  en  x  el  y,  dont  les  coefficients  dépendent 
algébri([uement  du  paramètre  u,  et  R  étant  rationnel  en  x  ely  et 
algébrique  en  u. 

En  efTel,  la  famille  de  courbes  gauches  pourra  nécessairement 
se  mettre  sous  la  forme 

!i(.r,  j')=  ().         c  =  R(.r.  J-"), 

les  coefficients  dans  »  et  Jl  dépendant  du  paramètre  arbitraire. 
Or,  en  laissant  indéterminés  tous  les  coefficients  de  »  et  R  et  écri- 
vant que  cette  courbe  est  située  sur  la  surface,  on  aura  un  certain 
nombre  de  relations  algébriques  entre  ces  coefficients.  Ces  rela- 
tions devront  nécessairement  permettre  de  laisser  au  moins  un  de 
ces  coefficients  arhllraii(^s,  cl  l'on  a  alors  le  résultat  annoncé. 

Si  cette  courbe  est  unicursalc,  on  pourra  c\|)ruucr  x,  y,  z 
rationnellement  en  fonction  d'un  paramètre  X,  les  coefficients  des 
puissances  deX  dans  ces  fonctions  rationnelles  étant  des  fonctions 
nécessairement  algébriques  de  u.  C'est  ce  qui  résulte  de  ce  que, 
pour  avoir  ces  expressions,  il  faut,  en  procédant  comme  on  le  fait 
triiabiludr,  prendre  sur  la  courlie  un  certain  nombre  de  points; 
on  pourra  picndrc,  par  exemple,  des  points  dont  on  se  donnera 
les  X,  les  autres  coordonnées  dépendront  alors  algél)riqui'moiit 
de  u.  l'^inalcment,  on  pourra  e\|irinier  les  coordonnées  d'un 
poinl  arbitraire  tic  la  surface  sous  la  forme 

a:=  l'^À,  u), 
j  =  I',(X,  «), 
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les  P  étant  rationnels  par  rapport  à  A  et  algébriques  par  rapport 
à  II.  Supposons  maintenant  que  la  surface  possède  une  intégrale 
double  de  première  espèce;  celle-ci  sera  de  la  forme 


// 


S  (  X ,  ;(  )  d\  du, 

S  étant  rationnel  en  1,  et  algébrique  en  u.  Or,  une  telle  intégrale 
ne  peut  être  de  première  espèce.  Prenons,  en  effet,  une  valeur  ar- 
bitraire de  »,  soit  »o  ;  la  fonction  rationnelle  S  en  À  aura  au 
moins  un  pôle  correspondant  à  une  valeur  de  u.  On  peut  supposer 
ce  pôle  à  distance  finie  et  regarder  son  affîxe  comme  une  fonction 
liolomorphe  a{u)  de  a  dans  le  voisinage  de  iia\  en  posant  alors 

X  =  a((«)-H  X'. 

notre  intégrale  jirend  la  forme 

H  d\'  du 


IP 


m  étant  un  entier  au  moins  égal  à  un,  et  H  une  fonction  finie  et 
différente  de  zéro  pour  )/=  o,  u  =  Uf,. 

Il  est  par  conséquent  visible  que,  pour  un  continuum  con- 
venable d'intégration,  l'intégrale  devient  infinie,  ce  qui  établit 
la  remarque  énoncée  plus  liant. 

On  en  déduit,  en  particulier,  que,  pour  une  surface  réglée, 
on  a 

Ps  =  o. 

9.  Prenons,  comme  autre  exemple,  les  surfaces  déjà  consi- 
dérées, pour  lesquelles  on  a 

(  .r  =  R(X,  {).,  X',  i^'), 
(1)  jK  =  R,(X,  iJi,  X\  ,/), 

(   z  =  R2(X,  ;jL,  X',  p'), 

les  R  étant  rationnelles  par  rapport  aux  k  et  aux  |ji.  ;  de  plus,  A  et  a 
sont  liées  par  une  relation  algébrique  de  genre /j 

et  les  deux  paramètres  A'  et  [Ji'  par  une  seconde  relation  algébrique 
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lie  genre/»' 

F(/.',  ;/)=  o. 

Nous  supposons,  en  oulre,  (juà  un  point  arbitraire  de  la  sur- 
face ne  correspondent  qu'un  seul  système  de  valeurs  ['/,,  |jl)  et  un 
seul  système  de  valeurs  (/.',  a'). 

Cherchons  le  genre  pg  de  la  surface  définie  par  les  équations  (4). 
Soient 

fp^il,  ix)dl,     ....       Cp,,(1,  ix)dl. 

ji  lnh't;r;ilos  do  piciiiière  espèce  linéairenicnl  indépendantes  de 
la  courbe  /'.  cl 

/)'  intégrales  de  première  espèce  linéairement  indépendantes  delà 
courbe  l'\  Formons  linlégrale  double 

f  fr,{l.  ,a).Q/,()/.  ix)(/l<n/. 

Elle  sera  évidemment  de  la  forme 

f  fv{T,j-,z)d.rdj', 

P  étant  r:ili(>nnelle  en  x,  j',  :,  puisque.  p:ir  li\|iolhèse,  les  ).  et  y. 
sont  rationnelles  en  x.,y  et  z.  INous  formons  ainsi  pp'  intégrales 
doubles  de  première  espèce,  qui  sont  linéairement  indépendantes, 
et,  par  suite,  le  genre  de  la  surface  est  au  moins  égal  à /y/. 

11  est  aisé  de  montrer  que  ce  genre  est  précisément  égal  à /</)'. 
Toute  intégrale  dotdjjc  de  la  surface  est,  en  cITel .  de  la  forme 

ry"<p(X.!x,X',[x')</),f//,'. 

Supposons-la  de  |)remière  espèce.  Il  sera  dabord  nécessaire  que 
l'intégrale  simple 

f<f{X.  IX,  i:  ix)d\ 

{'/.'  et  u'  étant  considérés  comme  ilcs  eonslantes')  soit  une  intégrale 
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de  première  espèce  pour  la  courbe 
On  a  donc 

(f(X,   ix,   l',   lX.')  =  ^\iPi{l,    tj.)  {i  =  l,   1,   ...,  p), 

les  A  ne  dépendant  que  de  //  el  a'  dont  ils  sont  nécessairement 
des  fonctions  rationnelles.  On  voit  ensuite  que 

doit  être  une  intégrale  de  première  espèce  de  la  courbe 

F()/,  ,/)=o, 
el,  par  suite, 

i=p  t=p' 

1  =  1  A  = 1 

les  B  étant  rationnels  en  )>  et  a.  Donnons  à  ().,  u)  /;  systèmes  de 
valeurs  fixes  arbitraires;  on  pourra  tirer,  par  des  équations  du 
premier  degré,  les  A,(X',  a')  en  fonctions  linéaires  des  Qa(),',  [jl'); 
donc  'fC^-i  \i-,  ')'■',  l»-')  est  de  la  forme 

les  a  étant  des  constantes;  il  en  résulte  que  toutes  les  intégrales 
doubles  de  première  espèce  sont  de  la  forme  trouvée  plus  baut. 
Eu  définitive,  nous  avons,  pour  la  surface  définie  par  les  équa- 
tions (4), 

Pff  =  pp'- 


III.  —  Digression  sur  les  systèmes  linéaires  de  courbes 
tracées  sur  une  surface  (  '  ). 

10.   Avant  de  continuer  l'étude  des  surfaces  adjointes  d'ordre 


(')  Les  points  essenliels  de  cette  section  sont  empruntés  à  deux  Mémoires  re- 
marquables de  M.  Enriques,  sur  lesquels  nous  aurons  ultérieurement  à  revenir 
[Jiicerche  di  Geometria  sulle  superficie  algebriche  (Mémoires  de  l'Académie 
de  Turin,  i8y4),  et  Introduzione  alla  Geometria  sopra  le  superficie  algebriche 
(Mem.  délia  Societa  Italiana  d.  Scienze,  3"  série,  t.  X;  1S96)]. 
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tn  —  4i  i'  est  nécessaire  que  nous  fassions  quelques  remarques 
générales  sur  les  systèmes  linéaires  de  coui'bes  tracées  sur  une 
surface  algébrique  S.  Nous  considérons  l'intersection  de  la  sur- 
face S  avec  un  système  linéaire  de  surfaces,  c'est-à-dire  avec  un 
système  de  surfaces 

(I-)  aiL|-!- ajl.î-T-..  .-(- ar+iLr+i=  O: 

les  L  étant  des  polynômes  en  {.r,  y,  z),  et  les  a  des  constantes 
arbitraires.  Il  peut  y  avoir  des  courbes  fixes  d'intersection  (c'est- 
à-dire  indépendantes  des  a)  du  système  L  avec  S;  la  courbe  ou 
les  courbes  cjui  nous  inléresseiH  sont  les  courbes  de  rencontre 
variables  avec  les  a,  et  quand  nous  parlons  de  la  courbe  ou  des 
courbes  définies  par  L,  il  n'est  cjuestion  que  de  la  courbe  ou  des 
courbes  variables. 

Le  système  linéaire  sera  dit  réductible  ou  irréductible,  suivant 
(|ue  la  courbe  variable  d'intersection  sera  clle-mèine  réductible  ou 
non.  La  courbe  générale  d'un  système  linéaire  peut  avoir  des 
points  fixes  que  l'on  appelle  points-bases. 

Un  sj'stème  linéaire  sera  dit  d'ordre  /•,  si  par  /•  points  arbitraires 
de  la  surface  passe  une  seule  courbe  du  système  ;  c'est  le  cas  où, 
dans  l'équation  écrite  ci-dessus,  les  L  sont  des  fonctions  linéaire- 
ment indépendantes  sur  la  surface  (').  Un  système  linéaire  porte  le 
nom  de  faisceau  lorsque  son  ordre  est  égal  à  un,  et  le  nom  de 
réseau  lorsque  son  ordre  est  égal  à  deux. 


(')  On  peut  se  iliMiiiiuiliT  >i  une  fiiiiiilic  dr  iiiurbcs  irréductibles.  Iracccs  sur 
iiiH'  surface  Icllo,  «[uo  par  ;•  puinls  arliilralrcs  de  la  surface  ne  passe  qu'une  seule 
iDurhe  de  la  famille,  furnic  nécessairement  un  système  linéaire.  M.  Enriques  a 
MKuilré  (tiendiconti  delta  li.  Accademia  d.  /.iiicei,  1S93  )  que  la  réponse  csl 
affirmative  si  /•  csl  supérieur  à  un.  Pnur  le  cas  de  /•  =  1,  il  peut  en  être  aulre- 
menl,  comme  le  montre  l'exemple  des  génératrices  d'une  surface  réglée.  Il  y  a 
cependant  des  cas  où  le  tliéorcme  de  M.  Enriques  est  encore  applicable  pourr  =  i. 
C'est  ce  qu'a  fait  voir  M.  Castelnuovo  [Alctini  resultali  sui  sistcmi  lincari  di 
curve  apparlencnli  ad  una  superficie  al gebrica  (Sociela  Ilaliana  dette  Scicnze, 
1S96)]  pour  les  surfaces  dont  le  genre  géométrique  égale  le  genre  numérique; 
M.  Ilumbert  a  aussi  montré  qu'il  en  est  de  mime  pour  les  surfaces  qui  n'ont  pas 
d'intégrales  de  différentielles  lolales  de  première  espèce  [  5«r  quelques  points 
de  ta  théorie  des  sur/aces  ali;ebri(]iics  {Journal  de  Math.,  i8;),'|)].  Ces  rcsullals 
inléressanis  sond)lenl  indiquer  quelque  dépendance  entre  la  ttiéorie  du  genn- 
nurnéri<|ue   et  celle  des   intégrales   de  première  espèce;  nous  aurons  t'i   y  revenir. 
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On  appelle  degré  D  d'un  système  linéaire  le  nombre  des  points 
de  rencontre  variables  de  deux  courbes  du  système  L. 

11.  Faisons  quelques  remarques  relatives  aux  intersections  de 
deux  courbes  générales  du  système  L,  et  qui  nous  pemieltronl 
d'établir  une  distinction  entre  les  différents  systèmes  que  l'on  peut 
avoir  à  considérer.  Il  est  d'abord  évident  que  si  deux  courbes 
quelconques  du  système  ont  toujours  une  partie  commune,  cette 
partie  commune  est  fixe.  Une  remarque  non  moins  évidente  est 
relative  au  cas  d'un  faisceau  linéaire  (/'=  i).  Un  point  commun 
à  deux  courbes  du  faisceau  doit  être  commun  à  toutes,  comme  le 
montre  l'équation  a,  L,  +  a^  L2  =  o  ;  ce  point  est  donc  un  point- 
base  -,  il  n'existe  pas  de  points  de  rencontre  variables  et,  par  suite, 
D  =  o. 

Supposons  maintenant  r^  i .  Le  cas  le  plus  général  sera  celui  où, 
deux  courbes  générales  du  svstème  ayant  D  points  de  rencontre 
variables,  la  condition  de  passer  par  un  point  de  la  surface  n'en- 
traîne pas,  comme  conséquence,  pour  ces  courbes,  l'obligation  de 
passer  par  d'autres  points  déterminés  par  le  premier.  En  d'autres 
termes,  le  système  linéaire  d'ordre  /•  —  i,  formé  par  les  courbes  L 
qui  passent  par  uu  point  arbitrairement  donné  de  la  surface,  est  de 
degré  D  —  i.  On  dit  alors  que  le  système  est  simple. 

Une  autre  circonstance  moins  générale  |)eut  se  présenter:  c'est 
celle  oîi  les  courbes  L,  qui  sont  assujetties  à  passer  par  un  point 
arbitraire,  passent  nécessairement  par  m — i  autres  points,  et 
forment  alors  un  système  linéaire  de  degré  D  —  m.  Dans  ce  cas, 
les  D  points  de  rencontre  se  partagent  en  s  groupes  de  m  points, 
et  l'on  a  D  =:  ms.  On  dit  alors  que  le  système  forme  une  im'olu- 
tion  \m-  Il  est  clair  que  ce  fait  se  présente  toujours  pour  un  ré- 
seau, si  la  surface  n'est  pas  rationnelle. 

Enfin,  il  peut  arriver,  /•  étant  plus  grand  que  un,  que  deux 
courbes  générales  du  système  n'aient  pas  de  points  de  rencontre 
variables.  Imaginons  toujours  le  système  linéaire  d'ordre  /■  —  1, 
formé  par  les  courbes  L  qui  passent  |)ar  un  point.  Toutes  ces 
courbes  n'ayant  pas  de  points  de  rencontre  variables  auront  forcé- 
ment une  courbe  commune,  passant  par  ce  point,  qui  fera  partie 
de  la  courbe  générale  et  qui  sera  déterminée  par  un  seul  point. 
Assujettissons  ce  système  d'ordre  /•  —  i  à  passer  par  un  second 
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poinl  fixe,  nous  dclaclicrons  encore,  de  la  courljc  gtMu'rale,  une 
seconde  coiirhe  jouissant  de  la  même  propriélé.  Kn  conlinuanl 
ain^i  de  iiroclie  on  proclie,  on  vnil  (inalenienl  ipn'  lu  courbe 
g('iiéiale  se  composera  d'au  innins  /•  courljes  dislincles,  car  il 
pourra  encore  rester,  la  réduclion  précrdcnlc  <'lanl  achevée, 
nu  certain  nonihre  de  courbes  composantes.  Soit  m  le  nombre 
total  de  ces  courbes  ;  elles  lormcnl  un  ensemble  dépendant  de  /• 
paramètres,  et  qui  est  tel  que  par  cliaque  point  de  la  surface  ne 
])asse  qu'une  seule  de  ces  courbes.  On  dit  alors  que  le  .système 
lini'airc  est  lornii'  de  /»(/H^/')  courbes  d'un  faisceau,  el,  dans  ce 
cas,  on  a  é\ideniui('ut  D  =  u. 

Revenant  au  ras  où  1)  est  plus  :;i';mii1  ijnr  zriu,  nous  ferons  en- 
core la  ri'maïqiic  iiiijiiniiiiilr  cpie  les  1)  jiouits  //'iiiti-rsection  l'rt- 
riables  doivent  décrire  la  surface  tout  entière.  Sup|)Osons.  en 
eflet,  que  quebpies-uiis  de  ces  points  décrivent  une  courbe  fixe  (F) 
de  la  surface  ;  une  ccuirbe  particulière  quelconque  du  système  L 
coupiia  r  eu  MU  (■(■ilaiii  nniiibre  de  points.  Lun  au  uKuns  de  ces 
|)(iiuts  appartiendra  à  une  antre  courbe  du  système  ipii.dans  Div- 
piitlièsc  admise,  ne  pourra  que  rester  fixe  quand  on  la  fora  varier. 
1,1'  pdiiil  considéré  serait  dune  uji  jkjiiiI  (i\e  cl  non  un  point  va- 
riable de  rencontre,  comme  nous  l'avons  sujiposé. 

Ajoutons  finalement  ipie  l'on  a,  entre  /•  et  D,  si  /•  >  i  el  D  ^  o, 

l'inégalité  cvidenle 

D  ,  /•  —  I , 

puisque  par  /■  —  i  jiniiils  arbitraires  on  peut  ccrtaineiiient  laiic 
passer  deux  eoiirlies  L. 

l'2.  Tout  SNslèiiie  linéaire  simple,  d'ordre/'  supérieur  à  deux, 
permcl  d'eUeeluer  une  transformation  de  la  surface  dans  un 
es|)ace  S,-  à  /•'  dimensions  (/■'£/•),  pour\u  ipie  /•'  soit  !^  .5.  Prenons 
/■'  +  1  surfaces  L  aibitiaires  et  envisageons  le  système 

Ml  i-i^-i—  a;.  I.j-r-... -*-»,.+!  '-/■■+I  =  o; 

poMins 

\     —       *''                    \      —       *'i  V       _      ^'•' 

•V|    —    ; >  Ao  —    ■; >  •  •  •  .  \,.'   = 


(^etle  Iransformalidii  feia  correspondre  à  la  surface  S.  dans  l'es- 
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pace  à  trois  dimensions,  une  surface  S'  dans  l'espace  à  /-'dimensions 
(X,,  X2,  .  . .,  X;-).  A  un  point  arljilrairc  de  S  correspond  un  seul 
])oint  de  S',  el  réciproquement,  car,  cjiiand  les  /'  équations  précé- 
dentes en  (x,j-,  z)  ont  une  solution  commune  correspondant  à 
un  point  de  la  surface,  elles  n'en  ont  qu'une  en  général,  puisque 
le  système  est  simple  et  que  r'^3. 

Cette  surface  S'  sera  d'ordre  D.  En  efl'et,  envisageons  dans  l'es- 
pace Sr'  deux  hjperplans  arbitraires 

A,X|  --  A2X2  -4-. .  .  -H  Ar-X,.'-i-  A,.-_H,  =  o, 

A,  X,  +  a;x,--.  .  .-H  a;..x,-4- a;-+,  =  o, 

qui  déterminent  une  variété  linéaire  d'ordre  /•' —  2  ;  elle  coupera 
la  variété  S'  d'ordre  2  en  un  certain  nombre  de  points  déterminés 
par  les  équations 

A|  L|  -1-  AoL,  -h.  .  .-+-  Ar'+i  Lr'+l  =  o, 

A'i  L,  T-  Aj  L,  4  . . .  T-  A;..+  1  L,.._i_i  =  o, 

qui  ont,  sur  la  surface  S,  D  solutions  communes  variables  avec 
les  A.  Le  système  linéaire  étant  simple,  à  ces  solutions  correspon- 
dront, en  général,  des  jioints  distincts  de  S';  par  suite,  la  sur- 
face S'  est  bien  d'ordre  D. 

Remarquons,  en  outre,  qu'à  une  surface  (L)  correspond  dans  S,- 
un  hyperplan 

ai  Xi  ^  KjXo  -^.  .  .  -i-  a,.-X,.-^-  a,.-+i  =  o 

et  récijiroquement,  et,  par  suite,  que  les  sections  byperplanes 
d'ordre  /■  —  î  de  S'  correspondent  à  des  courbes  de  S  appartenant 
au  système  linéaire. 

Si  le  système  (L),  au  lieu  délre  simple,  appartenait  à  une  in\o- 
lution  I„i,  on  pourrait  encore  efTectuer  la  même  transformation, 
mais  alors  cette  transformation  ne  serait  plus  biunivoque.  A  chaque 
jioint  de  S  correspondrait  un  point  de   S',  mais  à   chaque  point 

de  S'  correspondrait  m  points  de  S,  et  l'ordre  de  S'  serait  égal  à  —  • 

On  peut  cependant,  même  dans  le  cas  d'une  involulion,  mo- 
difier la  transformation  précédente,  de  manière  qu'elle  donne 
lieu  à  une  correspondance  biunivoque  dans  tous  les  cas. 

Plaçons-nous  toujours  dans  le  cas  général  ;  prenons  /•'  surfaces  L 
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arl)ilr;iircs  1.,,  Lj,  ....  L,-',  el  envisageons  le  syslème 

(I-)  a,  L|H- a.  L.H-. .  .-4- a,.L,.' =  o. 

Adjoignons  à  ces  surfaces  deux  surfaces  déterminées  l'i  el  l'^. 
<|uc  Ion  peul  toujours  supposer  telles  que  la  courbe  du  faisceau 

(P)  p,P,-+-?aP.  =  o 

(les  f)  désignant  des  constantes  arbitraires)  qui  passe  par  un  point 
(|ue!coni|uc  A  de  S  ne  passe  pas  |)ar  les  points  conjugués  de  A 
dans  l'iiivolution  L,  si  elle  existe.  Nous  poserons  alors 

V      _     '-'                  \      _     ''2  V  —    *  '•-'  Y       _    ^' 

^\    -    T~,'  A2  —   ^  ,  .\r  -I   -  -j— -  >  Ar-  ~   jr  • 

dette  transformation  est  biuiiivoqiie.  coninio  il  résulte  innué- 
(lialement  des  liv|)ollirses  faites  sur  I',  et  Po  :  à  la  surface  S  dans 
l'espace  1^3  correspond  une  surface  S'  dans  lespace  -r'  cl  ces 
deux  siiifaces  se  correspondent  point  par  point,  (iliaque  point 
de  S'  peul  être  considéré  comme  obtenu  par  l'intersection  d'une 
droite  parallèle  à  une  direction  fixe,  l'axe  des  Xy ,  avec  un  livper- 
plan  Vj\r —  P(  :=  o  parallèle  à  un  livper|)lan  fixe.  Aux  courbes(L) 
sur  S  correspondent  sur  S'  les  sections  faites  par  les  hyperplans 

2,  \,    ;-  «o  Xj -i- . . . -H  a,.-,  X,.-iH-  Xr-  =  o, 

parallèles  à  l'axe  X,',  el  aux  courbes  (P)  corresponticnt  les  sec- 
tions faites  par  riiypcrplan 

p,X,.+  ?,  =  o, 

parallèle  à  un  livpcrplan  fixe.  Quant  à  l'ordre  de  S',  il  dépendra, 
en  général,  des  fonctions  P,  mais,  dans  tous  les  cas,  une  variété 
linéaire  d'ordre  /' —  i  parallèle  à  l'axe  des  \r'  coupera  S'  en  D 
points.  Si  donc  D  =  o,  la  surface  S'  devra  se  réduire  à  un  cvlindre 
<lont  les  g(''in''ralrices  sont  parallèles  à  l'axe  des  Xr . 

La  transloiinalion  |)récédente  peul  être  modifiée.  On  conçoit, 
en  ellel.  (pic.  par  uui-  Iransformalmn  lionicii;rapliique,  on  jniisse 
faire  en  sorte  (pie  cliaque  point  de  S'  soit  déterminé  par  l'inler- 
scclion  d'une  droite,  passant  par  un  point  fixe  O,  avec  une  variété 
linéaire  ou  livpcrplan  -,•  i  passant  par  une  varii'lé  linéaire  fixe  Sr'_2 
iliiiis  lespace  -,'  cl  ne  passant  pas  par  le  point  O.  Dans  ces  condi- 
tions,  aux   courbes  (L)   tic  S  corrcspondeni   sur  S'  les  sections 
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faites  par  des  hyperplans  passant  par  un  point  fixe  O,  et  aux 
courbes  (P)  les  sections  faites  par  des  hyperplans  passant  par  la 
variété  linéaire  S^.o,  et  si  D  =  o,  la  surface  S'  se  réduit  à  un  cône 
de  sommet  0. 

On  peut  imaginer  bien  d'autres  transformations  analogues  aux 
précédentes,  qui  s'indiqueront  d'elles-mêmes  d'après  la  nature  du 
problème  à  traiter.  C'est  ainsi  que,  au  lieu  d'un  faisceau  auxi- 
liaire (P),  on  pourra  être  conduit  à  prendre  un  système  auxiliaire 
d'un  ordre  plus  élevé  ;  nous  en  verrons,  à  la  fin  de  cette  Section, 
un  exemple  dans  lequel  on  effectuera  une  transformation  en  pre- 
nant simplement  un  faisceau  de  courbes  (L)  et  un  réseau  arbi- 
traire. Le  but  principal  qu'on  se  propose  est  de  substituer  aux 
courbes  (L)  des  courbes  planes. 

13.  Démontrons  maintenant  un  théorème  important  relatif  aux 
systèmes  linéaires.  Soit  un  système  linéaire  pour  lequel  la  courbe 
variable  d'intersection  ne  se  compose  pas  des  courbes  d'un  fais- 
ceau, c'est-à-dire  pour  lequel,  comme  nous  l'avons  vu,  on  a  D  >  o. 
Nous  allons  établir  que,  dans  cette  hypothèse,  la  courbe  i^ariable 
d'intersection  est  nécessairement  irréductible. 

Supposons  que  le  théorème  soit  inexact,  et  faisons  avec  trois 
polynômes  L  la  transformation  générale  indiquée  au  numéro  pré- 
cédent. On  prendra 

..       L,  Li  „  _  Pi 

^=r3'      ^  =  û'      ^-¥,- 

On  aura  alors,  dans  l'espace  à  trois  dimensions,  une  surface  S' 
dont  toutes  les  sections  planes  parallèles  à  l'axe  des  Z  seront 
formées  de  courbes  réductibles,  puisque  ces  sections  corres- 
pondent à  des  courbes  du  système  linéaire.  Nous  avons  donc  à 
étudier  une  surface  algébrique  irréductible,  telle  que  toutes  ses 
sections  planes,  parallèles  à  une  direction  donnée,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  par  une  transformation  homographique,  telle  que 
toutes  ses  sections  planes  correspondant  à  des  plans  passant 
par  un.  certain  point  O  sont  des  courbes  réductibles. 

Prenons  le  point  O  comme  origine,  et  considérons  une  droite 
arbitraire  passant  par  O,  que  nous  prendrons  un  moment  comme 
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axe  des  ;.  Si 

f{x,y,z)=o 

dt'signc  réqiialioii  de  la  .siirfaec,  la  courl>e  plane  définie  par 
rt'i|iiiilion  entre  ./•  et  ;, 

f(x,lr,z)  =  o, 

doit,  par  liypollièse,  être  réducllhlc,  cpiol  que  soil  le  paramètre  A. 
Or,  j)oiir  faire  celle  décomposition,  il  l'audra  résoudre  une  cer- 
taine l'cjiialinn  d'un  degré  /), 

[x''-f-A,;jt"-'-1-...-*-A„  =  o, 

équation  dont  les  cocfficienls  A  sont  fonctions  rationnelles  de  À. 
A  chacune  des  racines  de  cette  écjualion  correspondra  une  courbe 
conij)osante,  et  les  courbes  composantes  seront  en  nombre  n  pour 
A  :irl]ilrnii  e.  l'diir  un  niiinljrc  IJin  de  vali'uis  de  A,  l'équation  auxi- 
liaire aura  une  racine  double,  el,  par  suite,  on  aura  un  nond)rc 
fini  de  plans  passant  jtar  O;,  et  liingonls  à  la  surface  le  loit^' 
d'une  ligne.  La  droite  O;  étant  (railleurs  une  droite  arbitraire 
passant  par  O,  il  y  aura  donc  un  système  au  moins  simplement 
infini  de  plans  louchanl  la  surface  S'  suivant  une  lij;ne  ;  cette  sur- 
face sera  donc  dévcloppable,  et  comme  les  plans  tangents  de  ce 
système  passent  par  un  ]iolnl  (i\e,  ce  sera  un  eùne  île  sdimncl  O. 
En  revenant  à  la  Iransformaliun  initiale,  on  a  un  cylintlre,  et 
les  courbes  de  S'  corres|3ondant  au  système  linéaire  sur  S, 

ai  L|  -t-  «2  L;  -H  a,,  I,,,  —  o, 

sont  les  génératrices  de  ce  cylindre  :  deux  courbes  du  sys- 
tème n'ont  ])as  alors  de  points  variables  de  rencontre,  ce  qui  est 
contre  l'IiNpdllièse  (pie  la  ((iiirbe  \anable  dinlerseclion  ne  se 
compose  pas  des  courbes  d  un  l.ii-ec.ni.  I.c  ihrorènie  est  donc 
démontré. 

1  i.  Terminons  ces  considérations  relatives  aux  systèmes  li- 
néaires tracés  sur  une  surface,  en  démontrant  un  tliéorème  relatif 
aux  systèmes  linéaires  irréductibles,  ou  à  ebaeune  des  courbes  du 
faisceau  dans  le  cas  où  D  =  o.  Nous  allipu^  montrer  «pie  ccf/c 
courbe  irrcdurlililc  ne  peut  tuoir,  en  delua's  de  certains /minls 
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fixes  [points  bases  du  système),  de  points  multiples  qui  n'ap- 
pai  tiennent  pas  aux  lignes  multiples  de  la  surface. 

Supposons  le  contraire,  et  considérons  un  faisceau  linéaire 
arbitraire  de  courbes  du  système  (L).  Par  hypothèse,  les  courbes 
irréductibles  de  ce  faisceau  devraient  posséder  des  points  mul- 
tiples variables  décrivant  une  ligne  C  simple  pour  la  surface  S. 
Employons  un  mode  de  représentation  analogue  à  celui  employé 
au  n°  12,  mais  dans  laquelle,  au  lieu  d'un  faisceau  auxiliaire, 
nous  prendrons  un  réseau  auxiliaire  que  nous  pouvons  supposer 
toujours  tel  que  le  système  simplement  infini  de  courbes  de  ce  ré- 
seau passant  par  un  point  de  la  ligne  C  ne  contienne  pas,  comme 
conséquence,  d'autres  points  de  cette  courbe.  A  la  surface  S  cor- 
respondra alors  une  surface  S'  :  sur  cette  surface  la  courbe  C  aura 
pour  image  une  courbe  simple  C;  aux  courbes  du  faisceau  (L)  cor- 
respondront des  courbes  planes  intersections  de  S'  avec  des  plans 
passant  par  une  droite  d,  et,  aux  courbes  du  réseau  correspondront 
des  courbes  planes  interseclions  de  S' avec  des  plans  passant  par 
un  point.  Par  bvpothèse,  la  surface  S'  serait  telle  que  les  sections 
planes  passant  par  une  droite  auraient  des  points  multiples  va- 
riables en  dehors  des  lignes  multiples  de  la  surface,  sur  une  courbe 
simple  C,  ce  qui  est  impossible. 

En  ellct,  un  point  arbitraire  P  de  G',  étant  mulliple  pour  une 
section  plane  déterminée  sur  S'  par  un  plan  passant  par  une 
droite  d,  a  comme  plan  tangent  le  plan  Pc/.  Mais  la  tangente  au 
point  P  à  C,  qui  n'est  pas  situt'-e  dans  ce  plan,  coupe  ce  plan  ;  donc 
le  point  P  est  au  moins  un  point  double  pour  S',  ce  qui  est  con- 
traire à  l'hypothèse. 

IV.   —  Du   second  genre   { Cttrvenffeschtccht)    des  surfaces    algé- 
briques, et  du  degré  du  système  canonique. 

lo.  Nous  avons  vu  comment  la  considération  des  intégrales 
doubles  de  première  espèce  conduisait  au  genre  géométrique 
d'une  surface  [Flachengesclileclit),  introduit  par  Clebsch  dans  la 
théorie  des  surfaces  algébriques.  M.  Noetber  (')  a  appelé  l'altenlion 


(')  NoETiiER,  Zur   Théorie  des  eindeittigen  Entsprccliens  algebraischer  Ge- 
bitde  (Mat/i.  Annaten,  t.  VIII,  p.  Sao). 
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sur  un  second  nonil)rc,  jouissant  du  nièine  caractère  d'invariance, 
cl  (lu'il  a  appelé  le  second  genre  de  la  surface  on  C un-enges- 
clileclit.  C'esl  de  ce  nombre  i|iii'  ihhis  allons  niaiiitcnanl  nous 
occuper. 

Considérons  le  système  linéaire  formé  par  les  adjointes  d'ordre 
/,!  —  4;  comme  nous  l'avons  dit  (page  189),  on  l'appelle  le  système 
riinonique,  et  nous  emploierons  indid'érenimenl  cette  expression 
pour  désigner  le  système  lin(''aire  de  surfaces  ou  celui  des  courbes 
correspondantes  sur/.  Ce  système  linéaire  de  surfaces  rencontre, 
en  "énéral,  la  surface /suivant  une  courbe  mobile  irréductible  /, 
les  autres  courbes  de  rencontre  étant  des  lignes  fixes  parmi  les- 
quelles se  trouvent  les  courbes  iiiiilli|iles  de  la  surface.  En  nous 
plaçant  dans  ce  cas  général,  nous  pouvons  alors  parler  du  genre 
de  cette  ligne  mobile  irréductible,  c'est  le  genre  de  cette  courbe 
que  M.  INocllicr  appelle  le  second  genre  ou  Curvengeschlechl  de 
la  surface. 

Ou  voit  bien  aisément,  par  la  considération  des  intégrales 
doubles  de  première  espèce,  (jiie  ce  nomhre  est  un  imarianl, 
c'est-à-dire  est  le  même  pour  deux  surfaces  qui  se  correspondent 
par  une  transformation  birationnclle,  comme  nous  en  avons  con- 
sidéré au  n"  7.  Reprenons  les  deux  surfaces  de  ce  numéro 

fiT.y.  0  =  0.         Im\.  V.  7.)  =0. 

se  correspondant  biralioiinellcmeiU,  et  désignons  par 

,-(  a,  7 ,  -^  a,  f/j  -^ . .  . -f-  ^,.,<J,<.)dxdy 


II 


/-. 


l'intégrale  double  la  plus  générale  de  première  espèce  de  la  sur- 
face/, les  a  étant  des  constantes  arbitraires  et  les  tj  les  polynômes 
adjoints  d'ordre  m  —  \.  Si  \\>u  l'ail  la  snbslilulioii 

.r^.  H,(\.  V  Z), 
j^  =  Rs(X,  Y,Z), 
^  =  R,(X,  Y,  Z), 

cette  intégrale  doulile  doil  se  Iransfonuer  eu  une  intégrale  double 
de  première  espèce  relative  à  l.i  surl'aee  F,  et  qui  est,  par  suite. 


// 
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les  Q  élant  des  poljnomes  adjoints  d'ordre  M  —  4  relalifs  à  la 
surface  F  que  nous  supposons  de  degré  M.  On  aura  donc  une 
idenlilé  de  la  forme 

=  p(X,Y,Z)[a,Q,(X,  Y,  Z) +. .  .4- a^.Qp,(X,  Y,  Z )], 

p  étant  une  fonction  rationnelle  de  X,  Y,  Z,  ne  dépendant  que  de 

la  transformation,  et  nullement  des  paramètres  a;  son  expression 

est  évidemment 

_  /i  D(R,,  RQ 
^       ¥'.    D(X,  Y)  ' 

et  dans  le  déterminant  fonctionnel  on  doit  considérer  r,  R, 
et  Ro  comme  fonctions  de  X  et  Y.  De  là  résulte  évidemment 
que    la    courbe  mobile    /   d'intersection    de    la    surface    adjointe 

d'ordre  m  —  4 

a,gr,  4- a.2(7,H-...-t- a,,,7,,„=  o 

avec  /'  a  pour  correspondante,  par  la  transformation,  la  courbe 
mobile  f^  d'intersection  de  la  surface  adjointe  d'ordre  M  —  4 

7.,Qi-H22Q2-4-...+  a/,.Qp,,  =  o, 

avec  la  surface  F.  Les  deux  courbes  /  et  L  se  correspondent  ainsi 
point  par  point  et,  par  suite,  elles  ont  même  genre;  le  second 
genre  est  donc  le  même  pour  deux  surfaces  se  correspondani 
point  par  point,  comme  nous  l'avons  énoncé  plus  haut.  Nous 
désignerons  le  second  genre  (')  par/;'". 

16.  Deux  circonstances  différentes  peuvent  se  présenter  relati- 
vement aux  surfaces  adjointes  d'ordre  m — \.  La  surface  adjointe 
générale  de  cet  ordre  peut  ne  passer  par  aucun  point  fixe  ou 
aucune  courbe  fixe  de  la  surface  en  dehors  de  certains  points 
multiples  ou  des  courbes  multiples  de  la  surface.  C'est  ce  qui 
arrive,  peut-on  dire,  le  plus  souvent;  ainsi,  pour  la  surface  géné- 
rale d'ordre  7?i,  les  adjointes  d'ordre  m  —  4)  £["'  ^°"''  ^^^  surfaces 


(  '  )  On  ne  confondra  pas  cet  invariant  p*''  et  l'invariant  /?*-'  qui  va  être  intro- 
duit dans  un  moment  avec  les  deux  nombres  p^  et  p,  antérieurement  considères 
et  relatifs  à  la  Géométrie  de  situation. 
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quelconques  de  cel  ordre,  ne  passent  nécessairemcnl  par  aucun 
poini  li\c  (le  la  surface.  Mais  une  autre  circonstance  peut  se  ren- 
contrer; il  peut  arriver  que  loiilcs  \cs  adjointes  d'ordre  m —  j 
passent  nécessairement  par  certains  points  simples  de  la  surface 
ou  par  certaines  courbes  simples  de  la  surface.  11  v  a  dans  celte 
circonstance,  comme  nous  ainotis  blcnlôi  l'occasion  de  le  voir, 
une  source  de  complications  assez  sérieuses  jjour  la  géncralilé  des 
énoncés  de  certains  llicorèmes. 

Donnons  un  exemple  de  l'une  el  l'autre  des  circonstances  indi- 
quées. Une  surface  du  cinquième  ordre  peut  avoir  deux  points 
triples;  la  droite  D  qui  les  joint  appartient  alors  nécessairement 
à  la  surface.  Les  adjointes  sont  ici  des  plans  passant  par  les  deux 
points  triples;  elles  passent  par  la  droite  D. 

Considérons  en  second  lieu,  avec  M.  linricpies,  une  siirl'.icc  du 
linquiètiic  ordre  avec  deux  points  doubles  A  et  B  qui  soient  des 
lacnodes;  il  est  aisé  de  voir  que  celle  circonstance  est  réalisable. 
La  droite  AB  percera  la  surface  en  un  aulre  point  C;  toutes  les 
adjointes  d'ordre  un  sont  des  plans  passant  par  AB,  elles  passent 
donc  par  le  point  C,  et  nous  avons  ainsi  un  exemple  d'une  sur- 
face d'ordre  //(  pour  la(|uelle  toutes  les  adjointes  d'ordre  m —  \ 
passent  par   ui]   même   poinI  simple  de  la  suiface. 

17.  On  a  supposé  expressément,  dans  la  définition  de/)"',  que 
la  ligne  mobile  /  d'inlerseclion  de  la  surface  avec  une  adjointe 
d'ordre  m  —  \  était  une  courbe  irréductible.  Dans  rbvpolbèse 
conlraire,  la  tléfinllion  de  //  "  n'a  aucun  sens.  D'après  le  tbéo- 
rème  du  n"  13,  si  la  couriic  /  n'est  pas  irréduclible,  elle  se  com- 
posera des  courbes  d'un  faisceau,  et  le  nombre  de  ces  courbes 
sera  au  moins  égal  à 

T'a-  —  '  • 

AL  Noetlicr  a  élalili  fjue  ces  courlirx  sont  en  ^l'nrni/  île  f^cnre 
un.  il  en  sera  certainement  ainsi  (juand  ou  ne  se  trouvera  pas  dans 
les  circonstances  spéciales  signalées  au  nunu'ro  précédenl:  il  peui  \ 
avoir  exception  pour  ces  cas  particuliers.  Nous  ne  sommes  pas  en 
mesure  de  ilonner  maintenant  la  di''monstration  de  ce  lliéorème; 
nous  la  renverrons  au  (^liapilrc  suivant  comme  ap|)lication  dos  di- 
verses générallti's  (pie  nous  allons  développer  sur  la  ibéorie  des 
courbes  gauches. 
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Indiquons  seulement  un  exemple  particulier  où  la  courbe  /  est 
réductible.  Reprenons  à  cet  effet  les  surfaces  considérées  au  n°  9, 
en  supposant  que  le  genre  jJ  de  la  courbe 

V[\' .  xx)  —  o 

soit  égal  à  l'unité.  La  partie  variable  de  l'intersection  de  la  sur- 
face avec  le  système  canonique  sera  alors  donnée  par  l'équation 

a,  Pi()>,  ;x)-t-.  ..+  sCp  Pp(X,  XL)  —  o, 
équation  qui,  avec 

donnera  ip  —  i  systèmes  de  valeurs  (X,  jx).  On  aura  donc,  comme 
partie  variable  de  l'intersection,  un  faisceau  de 

ip  —  1 
courbes  du  genre  un. 

18.  Nous  donnerons  encore  la  définition  d'un  autre  nombre 
invariant  introduit  par  M.  Noelber  dans  la  théorie  des  surfaces 
algébriques,  en  même  temps  que  /»'".  Ce  nouvel  invariant  est 
le  degré  du  système  canonique,  en  entendant  par  degré  d'un  sys- 
tème linéaire,  comme  dans  la  Section  précédente,  le  nombre  des 
points  de  rencontre  mobiles  de  deux  courbes  /.  Désignons  ce 
degré  par  /}'-'  ;  les  courbes  l  jouissant  de  la  propriété  d'invariance, 
il  en  est  évidemment  de  même  de  leurs  points  de  rencontre  mo- 
biles. Nous  avons  donc  bien  un  nombre  invariant,  c'est-à-dire 
un  nombre  qui  reste  le  même  pour  deux  surfaces  se  correspondant 
point  par  point.  Il  est  d'ailleurs  bien  entendu  que  />'-'  n'a, 
comme/)'",  de  sens  que  si  la  ligne  /,  intersection  mobile  du  sys- 
tème canonique  avec  la  surface,  est  irréductible.  Il  faut  aussi 
(\ae  pg  soit  supérieur  à  l'unité;  pour^„=  2,  on  aura  /»'-'  =  o. 

M.  Noether  a  établi  que  l'on  avait 

de  sorte  que  l'on  n'a  pas,  en  réalité,  un  nouvel  invariant;  cette 
conclusion  suppose  toutefois  que  l'on  ne  se  trou\  e  pas  dans  les 
cas  spéciaux  du  n"  16  :  on  peut  alors  avoir  simplement  rinégalil('' 

P.  ET  S.  i4 
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Nous  nous  bornons  ici  ù  ces  énoncés,  qui  seront  justiHi'S  diins 
le  (Chapitre  suiv.nnl;  mais,  quille  ù  renvoyer  à  un  (^liapiUc  ullé- 
rieur  la  dénionslralion  lio  quelques  poinls  particuliers,  nous 
avons  tenu  à  introduire  ensemble  ilans  ce  Chapitre  les  trois 
nombres  fondanienlaux 

parliculièrenienl  étudiés  par  .M.   Noclher. 

19.  Terminons  ce  Chapitre  par  une  remarque  générale  sur  la 
transformalion  d'une  surfareyau  moyen  de  ses  surfaces  adjointes 
d'ordre  //(  —  .\.  l'hiçons-nous  dans  le  cas  général  où  le  système 
canonique  est  un  système  linéaire  simple  (au  sens  de  la  Section 
précédente),  et  soit 

Prenons  alors  quatre  polynômes  aiijoinls   quelconques  dordii- 

Q|(.7-,  j-,  Cl.     Qj(a-.ji'. -).     (i.i{3-.y.  z).     Ç\<,{.v.  y.  z). 

(|uc  nous  assujettirons  seulement  à  jiasser  par  p^ —  j  points  pri> 
arbitrairement  sur  la  surface. 

Nous  pouvons  nous  servir  de  ces  polynômes  pour  faire,  comme 
au  n"  12,  une  Iransformalion  de  la  surface;  on  posera 

^^«j.'  '-Qi'  ^-q;- 

Nous  aurons  ainsi  une  surface  V  fjui  correspondra  poirjt  par  point 
à  la  surface  /;  son  degré  sera  égal  au  degré  du  système  linéaire 

(I-)  «iQi-H  a-Qs-^- isQa -i-a-.Qi  =  o. 

(■'est-à-dire  à 

On  peut  (liiiic  Irdiisfdrmcr  lii idlionnollcnienl  lu  surface  J 
en  une  suiface  de  déféré  M;  e'e>t  là  un  ihéorème  tout  à  fait  ana- 
logue à  la  |)roposition  de  la  lli(''orie  des  courbes  algébriques, 
d'après  laquelle  une  c.)url)i-  plane  de  genre  /<  peut  (^sauf  le  cas  li\- 
perellipli(iue)  être  lrans('orMn'e  en  une  courbe  de  degré/»  -I-  i. 
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Les  sections  planes  de  la  surface  F  correspondent  aux  courbes 
du  système  linéaire  (L);  elles  seront  donc  de  genre  /»"  '. 

Pour  indiquer  un  exemple,  considérons  une  surface  du  septième 
degré  avec  une  conique  triple  C  et  un  point  triple  isolé  A.  Les 
adjointes  du  troisième  degré,  que  nous  avons  à  considérer,  se 
composent  des  surfaces  du  troisième  degré  ayant  C  pour  conique 
double  et  passant  par  le  point  A.  Ces  surfaces  se  décomposent 
nécessairement  et  sont  formées  du  plan  de  la  conique  et  d'une 
quadrique  passant  par  C  et  par  A;  on  aura  donc 

Pg—  4- 
On  a  ici 

/)'-'  =  5, 

comme  on  le  voit,  en  consid(''rant  la  conique  intersection  de  deux 
quadriques  passant  par  C.  Elle  a  ([uatorze  points  de  rencontre 
avec  la  surface;  or,  deux  de  ces  points  sont  sur  C,  et  chacun 
d'eux  compte  pour  trois,  un  autre  est  en  A  et  compte  également 
pour  trois;  on  aura  donc  seulement  cinq  points  de  rencontre 
mobiles.  D'après  ce  qui  acte  dit  ci-dessus,  la  surface  considérée 
du  septième  ordre  correspond  point  par  point  à  une  surface  du 
cinquième  ordre. 


CIIAPITIIK  Mil. 


SUR  Ll'S  COLiHBES  (lAUCHES  ALr.KniJlOLES  ET  LA  FOI«- 
MCLE  SISCEPTIBLE  J)E  DONNEH  LE  GENKE  DINE  SUR- 
FACE. 


I.  —  Quelques  formules  relatives  aux  courbes  gauches  algébriques; 
surfaces  adjointes  à  une  courbe  gauche. 

1.  Avant  tr<''liulit'r  les  surliiccs  ])ass;n)t  par  une  (■oiirl>e  ganclie, 
nous  avons  Ijcsoin  de  rappeler  quelques  tliéoi'ènies  el  fornitiles 
relalifs  ;ni\  coiirbos  gauches  (').  Nous  nous  liniilerons  cssen- 
liellement  aux  parties  (|ui  nous  seront  utiles  |)oui'  la  llicorie  (les 
surfaces  algébriques. 

Une  courbe  gauclie  algébrique  ('.  est  ilile  ilordrc  ou  de  degrc' 
m,  si  sa  perspective  prise  tl'uii  [loint  arbitraire  de  l'espace  sui-  mu 
plan  quelconque  est  une  courbe  alg<''bri(|ue  d'ordre  m.  Si  l'un 
suppose  celte  perspeclivc  faite  parallèlement  à  l'axe  des  r.  on 
aura  éviilrinuirut  pour  tous  les  points  de  la  courbe 

/(•<-,  r)=o. 

?(^,  r)' 

y  représentant  une  courbe  plane  irréduellble  d'ordre  ni.  et  a  et  'l 
étant  des  polynômes  en  x  et  y  de  degrés  respectifs  //  et  /;  ^  i, 
tels  que  la  courbe  »  =  o  passe  par  les  points  d'intersection  de 
/=o  et  ({/  =  o.  Telle  est  la  représentation  eniplov<''e  par  Cavlev 
pour  une  courbe  gauche.  l>es  deux  équations  précédentes  ne  sont 
pas  vérifiées  seuleriiiiil  par  la  courbe,  mais  par  un  certain  noudue 


{')  On  Iroiivora  dans  la  Géométrie  à  trois  diineiisions,  de  Salnion,  lu  l>il>li«- 
gra|iliii'  (les  liiivaiix  de  Caylcy  et  de  Saliimn  sur  lis  rmiihes  gaiiclies  alséliii<]u<-s. 
Unix  Méniiiins  l'onsidL'rahles  sur  ce  sujet  ont  ilé  pulilits  en  1883;  ee  sunl  les 
travaux  d'ilalplicn  (Journal  t/e  l'h'cote  l'olytcchniijite,  iSSj  >  et  <le  Nutilirr 
(Mémoires  de  l'Académie  de  Herlin,  1883). 
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de  droites  parallèles  à  Oz,  qui  correspondent  aux  solutions  com- 
munes aux  trois  équations  y  ^  o,  cp  z=  o,  'li  =  o. 

Le  fait  (|ue  toute  courte  gauche  devient  ainsi,  par  l'adjonction 
de  lignes  droites,  l'intersection  comp/ètc  de  deux  surfaces,  rend 
évidente  cette  propriété,  souvent  admise  sans  démonstration, 
qu'une  courbe  gauche  de  degré  m  rencontre  en  ni  ij.  points  une 
surface  d'ordre  [j.. 

Au  lieu  de  la  représentation  de  Caylej  on  peut  se  servir  d'une 
représentation  paramétrique.  Il  est  possible  de  faire  correspondre 
uniformément  les  points  d'une  courbe  gauche  à  ceux  d'une  courbe 
plane 

On  aura  alors  pour  un  point  arbitraire  (x,y,  :■)  de  la  courbe 
gauche 

les  R  étant  rationnelles  en  (ç,  y,).  On  peut  supjioser,  en  effectuant 
une  transformation  homographique  arbitraire,  que  les  trois  fonc- 
tions rationnelles  R  ont  les  mêmes  pôles  sur  la  surface  de  Riemann 
définie  par  l'équation  »  =  o  et  que  ces  pôles  sont  simples.  Si  [x 
est  leur  nombre,  le  degré  de  la  courbe  gauche  sera  égal  à  |j., 
comme  on  le  voit  de  suite  en  cherchant  l'intersection  de  la  courbe 
avec  un  plan  quelconque. 

Ces  généralités  indiquées,  nous  allons  considérer  une  courbe 
gauche  C  d'ordre  m,  n'ayant  d'autres  singularités  qu'un  certain 
nombre  t  de  points  triples  à  tangentes  distinctes.  Deux  nombres 
jouent  un  rôle  important  dans  l'étude  des  courbes  gauches.  Le 
premier  est  le  nombre  />  des  sécantes  doubles  de  la  courbe  passant 
par  un  point  arbilraiie  A  de  l'espace;  dans  ce  nombre  h  ne 
figurent  pas  les  droites  passant  par  A  et  les  points  triples  de  la 
courbe;  on  appelle  h  le  nombre  des  points  doubles  apparents  de 
la  courbe.  Le  second  est  le  rang  r  de  la  courbe,  c'est-à-dire  le 
degré  de  la  développable  formée  par  les  tangentes  à  la  courbe 
gauche.  Il  est  facile  d'avoir  l'expression  de  /•  à  l'aide  de  m,  h  et  (. 
Considérons,  en  efTel,  le  cône  ayant  pour  sommet  A  et  pour  direc- 
trice la  courbe;  la  classe  de  ce  cône  sera  égale  à  /■,  car,  par  une 
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droite  arbiliaire  1)  passant  |ior  A.  on  jieul  mener  aiilanl  do  |)lans 
laiigenls  à  ce  cône  qu'il  }'  a  de  langenlcs  à  la  courbe  renconlranl 
D  ;  on  a  donc,  d'après  la  formule  de  l'Iiicker  relative  à  la  classe, 

r  =  m{in  —  i  )  —  ili  —  (W, 

puisqu'une  section  plane  du  cône  est  une  courbe  de  degré  m 
avec  h  points  doubles  et  t  points  triples. 


'i.   Considérons,  en  particulier,  le  cas  où  C  est  rinterscction 
complète  de  deux  surfaces 

?(^,r.  •:)=o. 

de  degrés  a  et  v.  Nous  nous  plaçons  d'ailleurs  dans  le  cas  le  plus 
général  correspondant  aux  hypothèses  faites  sur  la  nature  de  la 
courbe.  Par  suite,  si  C  avait  un  jiuiul  lri|de,  les  deux  surfaces 
auraient  chacune  un  point  coni(juc  ordinaire  en  ce  point,  et  il  y 
aurait  pour  l'intersection  de /' cl  a  quatre  branches  de  courbes 
passant  par  ce  point;  la  courbe  V.  ne  serait  pas  alors  l'intersection 
complète.  Nous  devons  donc,  dans  celte  hypothèse,  considérer  une 
courbe  sans  points  triples.  Pour  calculer  /•  cl  //,  on  peut  procéder 
de  diverses  manières;  commençons  par  le  calcul  de  /•.  Soient 

-Vi  +  V/;  +  -L/i  +/;  =  o, 

les  équations  d'une  tangente  à  la  courbe  C  intersection  de  /"et  s. 
^ous  avons  à  chercher  le  nombre  de  ces  tangentes  rencontrant 
une  droite  arbitraire 

AX-t-BY   -t-  CZ  -4-0=0. 
A'X-+-B'Y-t-C'Z-+-  D'  =  o. 


On  aura  l'équatioi 


(<) 


/.r  fy  fz  fl 

?i  ?.v  ?:  ?'/ 

A  B  C  D 

A'  B'  C  ir 
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cette  équation  est  de  degré  |ji.  +  v  —  •>,  et  par  suite 

/•  =  lJiv(iji  H- V  —  2). 

La  formule,  donnée  plus  liaut  pour  /•  (en  y  faisant  l  =  o), 

r  =  m{m  —  i  )  —  2  A         {m  =  |iv  ) , 


donne  alors 


_   jxv(  Il 1  )('l  —  1) 


11  ne  sera  pas  inutile  de  vérifier  ce  nombre  par  un  calcul  direct. 
Cherchons  l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  un  point 
(x',y',  :■')  de  la  courbe  et  ayant  celle-ci  pour  directrice;  soit  x, 
y,  z-  un  point  quelconque  de  ce  cône.  La  droite  passant  par  les 
deux  points  {x,y,  z,  t)  et  {x\  y' ^  z\  l'),  a  pour  coordonnées 
d'un  quelconque  de  ses  points 

x'-\-\x,     >''-+- ÀJK,     z'-i-lz,      t'-^At. 

On  devra  donc  avoir  pour  une  valeur  de  A 

f{x'  +  Ix,  y-+-  ly,  z^lz,  ;'H-  1 1)  =  o, 
o(x'+  'kx,  y  -h  ly,  -'+  X;,  ï'-f-  ),  l)=  o, 

ce  qui  peut  s'écrire 

(..^  ^j-^+.^^4)+-( .--....) +...=0, 

\     àx       ■^  àf  Oz'  dt  I        ■   "  *      ''-■  ' 


{'^ 

l 

1     des 

En  éliminant  À  entre  ces  équations,  on  a  une  équation  qui,  on 
le  vérifie  aisément,  est  de  degré 

(,U-I)(V-|) 

en  {^x\  y\  z').  Donc,  pour  (^x,  y,  z)  donné  arbitrairement  dans 
l'espace,  on  aura 

|J.v([i—  !)(•/  — IJ 

valeurs  de  {x',y',  z')  correspondant  à  des  points  de  G  (qui  est  de 
degré  jj-v),  telles  que  la  droite  joignant  {x,y,  z)  et  {x',y',  z') 
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roiiciiiilrc  1.1  loiiriji-  en  iii]  serond  |)oiiil.  Par  siiilc 


h  =  ! , 


cuiiinic  nous  l'avions  trouvé  plus  liant. 

3.  Supposons  maintenant  que  la  coiiihc  C  de  dcj^ré  m  soit  seu- 
lement rinlerseclioii  parlielle  de  deux  surfaces  de  degrés  m  cl  v; 
dc'signons  par  C  la  cuuihe  complémeiiUiiio  d'intersection  dont  m' 
désignera  le  degré  :  on  a 


m  -h  m  =  av. 


Si  la  courbe  C  a  un  point  triple,  la  courbe  C  passera  par  ce 
point  triple,  qui  sera  pour  elle  un  point  simple  dans  les  circon- 
stances générales  où  nous  nous  jjlaçons.  Revenons  à  la  surface  (i) 
considérée  au  numéro  prc'cédenl.  Les 

m  (  ji  -t-  V  —  j.  ) 

points  de  rencontre  de  celle  surface  avec  la  courbe  C  se  composent 
des  points  de  rencontre  de  /•  tangentes  de  la  courbe  avec  la  droite 
arbitraire;  mais,  de  plus,  la  surface  (i)  passe  par  les  points  de 
rencontre  de  C  et  de  C,  puisqu'en  ces  jioints  les  deux  surfacesy 
et  'i  sont  tangenles  el  que,  par  siille.  les  dérivées  premières  de  /" 
et  o  sont  proporlionnclies.  Soil  0  le  nombre  des  points  de  ren- 
contre de  C  et  de  C  en  dehors  des  points  triples  de  C;  d'autre 
pari,  la  surface  (i)  passe  par  les  *:  jioinls  triples  de  C  el  a  ces  points 
piiur  puiiils  diiuliles.  (  )n  a  donc 

m{ii-h-i  —  -2 )  =  /•  -i-  0  -(-  C /, 
f(jrmule  qui  \a  nous  élrc  iilile  dans  un  iiKuiieiit. 

i.  Nous  pouvons  inainleiiaiil  di  liiiir  les  surfaces  adjointes  à 
une  courbe  gauche.  Soil  toujours  la  eoiirbe  gauche  C,  el  considé- 
rons coinine  ci-dessus  deux  surfaces/  et  -i  de  degrés  rcspeclive- 
ineiil  égaux  à  i;i  et  v  passant  par  celte  courbe  gauche.  Ces  surfaces 
auront  en  commun  une  seconde  courbe  C.  liuvisagoons  une  sur- 
face 1"  ailiili-.iire  de  degré 

Ji-t-v  — .i. 
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passant  par  C  et  ayant  comme  points  doubles  les  t  points  triples 
de  C.  Cherchons  quel  va  être  le  nombre  des  points  de  rencontre 
de  la  surface  S  avec  C,  en  dehors  des  t  points  triples  et  des  Q 
autres  points  communs  à  C  et  à  C.  Ce  nombre  sera  égal  à 

m(;ji  +  V  — 4)— 0  --G/, 

ou,  d'après  la  formule  du  numéro  précédent,  à 

Hi(  [j.  -t-  V  —  "i  ) —  m  {  j/  -t-  V  —  a  )  -H  '■, 
c'est-à-dire 

;•  —  ■>.  ni . 

Or,  le  rang  de  C  est  donné  (n"  1)  par 

r  =  m(iii  —  I  )  —  2  A  —  (Jt. 

On  aura  donc  pour  le  nombre  cherché 

rn{m  —  'i)—  lit  —  G<  =  (  »ï  —  i)(/«  —  >)—  .>/*  —  G  ^  -  t. 

nombre  qui  est  égal  à 

en  désignant  par  p  le  genre  de  la  courbe  gauche  de  C,  c'est-à-dire 
le  genre  de  sa  perspective  sur  un  plan  arbitraire  et  d'un  point  de 
vue  arbitraire.  La  surface  S  considérée  rencontre  donc  la 
courbe  C  en  np  —  a  points  en  dehors  des  points  comitiuns  à  C 
el  il  C. 

On  donne  aux  surfaces  S  le  nom  de  surfaces  adjointes  à  la 
courbe  gauche  C;  il  y  a,  comme  on  voit,  un  très  grand  degré 
d'arbitraire  dans  leur  définition,  puisqu'on  peut  prendre  arbitrai- 
rement les  surfaces  /"  et  'i  passant  par  C.  Ces  surfaces  adjointes 
rappellent  les  courbes  adjointes  d'ordre  ///  —  3  dans  la  théorie 
des  courbes  algébriques  par  cette  propriété  remarquable  d'avoir, 
en  dehors  de  certains  points  assignables  a  priori,  un  nombre 
■ip  —  2  de  points  de  rencontre  avec  la  courbe,  en  désignant  par/> 
le  genre  de  la  courbe  (' ). 

(  '  )  La  notion  de  surface  adjointe  à  une  courbe  gauche  est  due  à  M.  Noelhcr 
(Math.  Annalen,  t.  VIII,  p.  5io).  M.  Noether  ne  démontre  pas  seulement  qu'une 
surface  arbitraire  2  passant  par  C  rencontre  C  en  2p  —  2  points;  il  établit  de 
plus  que  ce  groupe  de  2p  —  2  points  sur  la  courbe  C  dépend  de  p  —  i  arbi- 
traires. Nous  n'aurons  pas  besoin,  dans  la  suite,  de  ce  dernier  point,  dont  la 
démonstration  est  assez  délicate. 


2.8 
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Comme  exemple,  prenons  le  eas  f^i'iiéral  où  C  serait  l'inlerscc- 
lion  complète  de  deux  surfaces  y  cl  s  d'ordre  [a  cl  v;  une  surface 
arbitraire  d'ordre  a  +  v  —  4  est  alors  une  surface  adjointe  de  G. 
On  a  bien 

ip  —  2  =  IJlv(lJl-t-V  —  4)i 

/mêlant  le  genre  de  la  courbe  C.  On  |icul  le  vérifier,  si  l'on  veut, 
a\ec  les  formules  du  n°  2,  puisque 

_  ([JtV  —  l)(tJV  —  V-  )  (XV([JL  —  i)(v  —  i) 


S.  On  peut  présenter  d'une  manière  plus  large  la  définition  des 
surfaces  adjointes  à  une  courbe  gauche  en  se  jdaçanl  dans  le  cas 
plus  général  où  les  deux  surfaces  y  et  s  auraient  la  courbe  C,  ou, 
d'une  manière  plus  générale,  les  courbes  C,  si  la  courbe  désignée 
par  C  se  décompose,  comme  courbes  multiples  d'un  degré  quel- 
conque de  mulliplicilé.  On  doit  supposer  que  la  surface  d'ordre 
u  +  V  —  4i  passant  par  les  courbes  C,  se  comporte  d'une  ma- 
nière convenable  aux  points  de  rencontre  a  des  courbes  C'avec  C. 
On  évitera  toule  (lifllriill('  on  considérant  la  surface  S 


(S>> 


A  11  C  L» 

A'  B'  C  D' 

r.  /;  /=  ./■; 

'i'x  ?j-  ?;  ■■f) 


-o. 


déjà  envisagi'e  au  n"  2.  Colle  surface  S  est  de  degré  ia  +  v  —  2,  cl 
elle  se  comporte  d'une  cortaino  manière  aux  |)oints  a,  chacun  de 
ces  points  coni|>l;inl  pour  un  nonibre  déterminé  d'unités  dans  l'é- 
valuation du  nombre  des  jioints  de  rencontre  de  S  avec  C.  Or, 
supposons  niainlcnanl  que  l'on  considère  une  surface  S,  d'ordre 
U.-I-V  —  4)  passant  par  les  points  a,  et  se  comportant,  relative- 
ment à  son  intersection  avec  C  en  ces  points  a,  comme  la  surface 
S.  Une  telle  surface  S  aura,  en  dehors  des  a,  un  certain  nombre 
de  points  de  rencontre  qu'il  est  facile  dévaluer.  ICn  ellVl,  le 
nombre  des  points  de  rencontre  de  S  avec  (î  est,  en  dehors  des 
points  a,  égal  à  /•  ;  par  suite,  en  désignant  par  a  la  part  îles  points 
«  dans  l'évaluai  ion  dn  nombre  îles  points  de  rencontre  de  C  avec 

S,  on  a 

/;i  (  ;Ji  -(-  '/  —  j!  )  =  /■  -r  «• 
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l'oiir  la  surface  S,  le  nombre  des  poinls  de  renconlre  en  dehors 
des  a  sera 

»l([JH- V—  .\)—o, 

d'après  l'hypolbèse  faile  sur  la  manière  dont  S  se  comporte  aux 
poinls  a.  On  aura  donc,  pour  le  nomhie  cherché, 


c'est-à-dire  2/? —  2.  Nous  retombons  donc  sur  le  même  résultat 
que  plus  haut,  en  envisageant  les  surfaces  adjointes  à  la  courbe 
gauche  sous  un  point  de  vue  plus  général. 

II.  —  Sur  une  relation  entre  les  invariants/*'"  et/)'-' 
d'une  surface  algébrique. 

6.  Nous  ferons  de  suite  une  application  de  la  notion-des  sur- 
faces adjointes  à  une  courbe  gauche,  en  démontrant  un  résultat 
relatif  aux  invariants/^'"  et /;<-'  défiuis  au  Chapitre  |irécédent. 
Nous  considérons  l'adjointe  générale  Q  d'ordre  ni  —  4  d'une  sur- 
face/" de  degré  m,  et  nous  nous  jilaçons  dans  le  cas  oîi  la  partie 
variable  l  de  l'intersection  de  Q  avec /est  irréductible. 

Supposons  d'abord,  comme  il  arrivera  en  général,  que  l'adjointe 
générale  Q  n'ait  aucune  partie  fixe  commune  avec /en  dehors  des 
lignes  multiples  et  des  points  multiples  isolés  de  la  surface.  Si 
donc  nous  nous  bornons  au  cas  des  siugularités  que  nous  appelons 
ordinaires,  nous  supposerons  que  la  seule  ligne  commune  à  y' et  à 
toutes  les  surfaces  du  svstème  canonique  est  la  ligne  double  de  la 
surface.  Envisageons  une  ligne  déterminée,  d'ailleurs  quelconque, 
Iq,  intersection  partielle  de  f  avec  une  certaine  adjointe  Qo- 
Les  surfaces  adjointes  à  la  courbe  l„  sont  d'ordre 

m  -f-  m  —  I  —  f\  —  ■>.  m  —  8. 

Les  points  triples  de  la  courbe  douijlc,  si  elle  en  a,  ne  présen- 
teront aucune  particularité,  car  la  ligne  l^  ne  passe  pas  en  général 
par  ces  points.  Les  points  a  de  rencontre  de  /q  avec  la  courbe 
double  devront  compter  pour  deux  dans  l'évaluation  du  nombre 
des  points  de  renconlre  de  /o  avec  ses  surfaces  adjointes;  on  vé- 
rifie en  effet  facilement  que  la  surface  (S)  du  n°  o  est  tangente  en 
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un  point  a  à  la  nappe  «le  la  surface  passant  par  ce  point  qui 
conlieiil  la  lli,'ne  /„.  Ceci  posé,  parmi  les  surfaces  adjointes  à  l„ 
se  tniiiM'iil  les  surfaces 

(■?.)  SA,aQ/Q*.=  o 

(les   A  étant   des  constantes),   Q,-  et  Qa  étant  deux   polynômes 

adjoints  du  système  canonique.  En  particulier,  la  surface  décom- 

posable 

Q,Q*  =  o 

poiil  jituer  le  rôle  d'une  surface  adjointe  à  la  lij;ne  /„.  Le  noiiilne 
des  points  de  rencontre  de  cette  surface  avec  /q,  en  dehors  de  la 
courbe  double,  et,  par  conséquent,  le  nombre  des  points  de  ren- 
contre variables  avec  les  A  de  la  surface  (2)  sera 


|>iils(ju"il  y  a />'-'  points  pour  chacune  des  surfaces  Q,-  et  Q/,.  Mais 

nous  savons,  d'autre  |iart,  d'après  le  numéro  |)réccdeiit,  que  ce 

nombre  est  égal  à 

2/)'" —  2. 

On  a,  par  suite,  la  relation  importante  (') 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  cpii  précède,  que  toutes  les 
adjointes  Q  ne  passent  pas  par  un  même  point  sini|)le  ou  n'ont 
pas  en  commun  une  même  ligne  simple  À  de  la  surface.  Prenons 
d'abord  le  premier  de  ces  cas  particuliers.  Les  points  simples 
isolés  communs  à  toutes  les  surfaces  Q  figureront  parmi  les 

points  de  rcnconire  de  /„  avec  une  surface  ad  [o  in  te  à  celte  courbe  ; 
ils  ne  seront  pas  coinpLis,  au  conlralre,  parmi  les 

■ip"-' 
points  lie  rencontre  (variables  avec  les  A)  de  la  surface  (2)  avec  /„. 


(')  Celle  iclalioii  est  due  ù  M.  Nuellier  (Math.  Annalen,\.  VIII,  p.  iji);  les 
cas  d'exeeplidii  ipii  viiiil  ^'Ire  si^iiiilés  mil  clé  iniliqués  \y,\r  MM.  Ciislelnunvo  et 
Ivnriqucs  (Mallt.  A/iikiIcii,  I.  \l.\  111.  |>    2S1). 
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On  aura  donc 
el,  par  suile, 

S'il  y  avait  une  ligne  simple  ).  qui  rencontrai  /„  en  dehors  de  la 
ligne  multiple,  un  point  de  rencontre  ^  ne  compterait  pas  parmi 
les  2/j'" — 3  points  variables  de  rencontre  de  Iq  avec  une  de  ses 
adjointes,  el  il  compterait  seulement  pour  un  dans  le  nombre  total 
des  points  de  rencontre  de  lo  avec  cette  dernière  surface.  Pour  la 
surface  (2),  le  point  [3  compte  pour  deux  dans  le  nombre  total 
des  points  de  rencontre  de  celle  surface  avec  l^.  Par  conséquent, 
les  2/)'-'  points  de  rencontre  variables  de  (2)  avec  /o  sont  en 
nombre  inférieur  à  2/>''' —  2,  el  l'on  leionibe  encore  sur  /'iné- 


galilé 


p^-"<p'- 


qui  remplace  l'égalité  de  Noelher  dans  le  cas  parliculicr  in- 
diqué. 

Un  exemple  de  celte  dernière  circonstance  nous  sera  fourni  par 
la  surface  d('jà  considérée  du  cinquième  degré  possédant  deux 
tacnodes  (Chap.  \  II,  n°  16).  On  a  pour  celte  surface 

puisque  les  adjointes  d'ordre  m  —  4  sont  ici  des  pians  pivotant 
autour  de  la  droite  joignant  les  tacnodes,  et  que  ces  seclions  sont 
alors  des  courbes  du  cinquième  degré  ayant  deux  points  doubles 
aux  points  où  la  courbe  a  un  contact  avec  elle-même  (points 
équivalents  à  deux  points  doubles  ordinaires).  On  a,  d'autre  part, 
évidenimenl 


■  o, 


et,  par  suite,  on  a  l'inégalité  ci-dessus  et  non  l'égalité.  Nous 
sommes  dans  le  cas  où  il  existe  un  |)oinl  simple  commun  à  toutes 
les  adjointes  Q;  c'est  le  point  où  la  droite  joignant  les  tacnodes 
rencontre  la  surface. 

Dans  l'exemple  donné  i^loc.  cit.)  d'une   surface   du  cinquième 
degré  avec  deux  points  triples,  on  a 
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cl  IV'jîalilé  esl  vérifiée;  Il  y  a  Ijieii  ici  une  ligne  À  (la  droite  joi- 
gnanl  les  deux  points  triples"),  mais  la  lijjnc  /  ne  rencontre  pas  /. 
en  dehors  des  points  multiples. 

lloprenons  pareillement  l'cxeinple  également  considéré  anté- 
riciireincnt,  d'une  surface  du  sejjtième  ordre  avec  une  conique 
triple  el  un  point  triple  isolé.  On  avait  alors 


Il  y  a  ici  une  droite  siinj^lc  par  hi(|nclle  passent  toutes  les 
adjointes  d'ordre  trois,  mais  il  esl  \isil>lr  (|ue  les  liy;nes  /  ne  ren- 
contrent pas  celle  droite  :  on  aura  donc 

/>i»'-/>'  -I, 
el,  par  suite, 

7.  Nous  avons,  dans  le  numéro  précédent,  considéré  le  cas  où 
la  courbe  variable  (rinlersection  /de  la  surface  f  avec  le  syslème 
canonique  est  irréductible.  \  oyons  ce  que  l'on  pourrait  dire  dans 
le  cas  où  la  lij;ne  /  serait  déconiposablc.  D'après  un  tliéoréme 
général  du  Chapitre  préci'dcnt  (n"  13),  nous  savons  que  la  ligne  / 
se  composera  des  courbes  d'un  faisceau,  el  ces  courbes  scronl  en 
nombre  au  moins  égal  à 

On  peut  établir  qui',  si  nous  ne  sommes  pas  dans  le  cas  excep- 
tionnel visé  plus  haut  où  toutes  les  surfaces  du  syslème  cano- 
nique passent  par  certains  éléments  simples  de  /,  toutes  ces 
courbes  sont  cLc  genre  un.  Prenons  une  de  ces  courbes,  soit  (-; 
on  peut  encore  considérer  comme  surfaces  adjointes  à  la  courbe  C) 

la  surface 

(a,Q,-i-atQ*)QA  =  o; 

mais  celle  surface  n'a  aucun  point  commun  ,T\ec  C  puisipie  par 
un  point  simple  de  la  surface  ne  passe  qu'une  courbe  du  faisceau. 
Le  nombre  ■.>,/?'"  —  »,  se  réduil  donc  à  zéro,  et   l'on  a 

/<  "=  I. 

(  hi.iiil  .111  iKjiiibrc  des  courbes  C,  il  esl  au  moins  égal  à  p^-  i  : 
il  peul  lui  être  supérieur,  comme  le  montre  l'exemple  du  n"  17 
du  (^haj)itre  précédent. 
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La  conclusion />f"^  i  peut  être  inexacte,  si  l'on  se  trouve  dans 
le  cas  exceptionnel.  L'exemple,  déjà  plusieurs  fois  considéré  d'une 
surface  du  cinquième  degré  avec  deux  tacnodes,  suffit  à  le  mon- 
trer. Nous  avions  alors  /?§■=  2  et,  par  suite,  un  faisceau  linéaire; 
nous  avons  vu  que  l'on  avait  yD'''=  2. 

Il  a  été  implicitement  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que 
Pg  était  supérieur  à  un.  Quand />^,  =  1 ,  on  aura  une  seule  adjoinle 

Qi  =  o. 

La  courbe  d'intersection  /  de  Qi  avec  la  surface,  en  dehors  de  la 
ligne  double,  étant  supposée  irréductible,  il  ai'rive,  dans  bien 
des  cas,  que  cette  courbe  est  unicursale.  Mais  l'exemple  suivant, 
indiqué  par  ]\L  (]astelnuovo,  montre  que  celte  conclusion  n'est 
pas  nécessaire. 

Considérons,  en  effet,  une  surface  du  cinquième  ordre  passant 
par  une  section  conique,  et  ayant  trois  tacnodes  A,  B,  C  situés 
sur  cette  courbe.  Cette  surface  n'a  qu'une  seule  surface  adjointe 
d'ordre  m  —  4?  à  savoir  le  plan  ABC,  puisque  l'ordre  des  surfaces 
adjointes  est  ici  égal  à  5  —  4  =  i  )  et  qu'elles  doivent  passer  par 
les  trois  points  A,  B,  C.  L'intersection  du  plan  ABC  avec  la  sur- 
face se  compose  de  la  section  conique  et  d'une  cubique  passant 
par  le  point  A,  B,  C,  considérés  comme  simples,  et  cette  dernière 
courbe,  ayant  un  genre  plus  grand  que  zéro,  n'est  pas  unicursale. 

III.  —  Sur  le  nombre  des  conditions  exprimant  qu'une  surface 
passe  par  une  courbe  gauche. 

8.  La  recherche  du  nombre  des  conditions  exprimant  qu'une 
surface  algébrique  de  degré  donné  passe  par  une  courbe  gauche 
donnée  présente  d'assez  grandes  difficultés.  Commençons  par 
démontrer  un  théorème  qui  fera  connaître  une  liniile  supérieure 
pour  ce  nombre  de  conditions. 

Reprenons,  à  ceteffel,  la  représentation  paramétrique  indiquée 
au  n"  1 .  Nous  aurons,  pour  la  courbe  gauche, 

tp(^,  ï))  =  o,         (d'un  degré  À  et  d'un  genre  p), 
les  R  étant  des  fonctions   rationnelles    de  (?,  r,)    ayant   d  pôles 
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simples  coiiiiiiiins  sur  Ij  siulacc  du  Kieiiiaiin  z;  la  courbe  gaiiciie 
sera  de  f;enre  p  el  de  déféré  cl. 

Soil  un  |M>lvnoine  arl)ilraire  F{x,y,z)  de  degré  m  en  .r,  >-,  z; 
siihsliludiis  tlaiis  ]■' à  ./•,  j)',  ;  les  \aleurs  précédcnlcs.  L'c\]irc?si(iii 

do\ienl  alors  une  fonction  rationnelle  de  (H,  v,)  avec  cl  pôles 
(l'ordre  m,  ce  (|ui  équivaut  à  nid  pôles  simples.  Or  le  nombre 
des  arbitraires  (iguranl  dans  une  fonclion  rationnelle  avant  md 
pôles  donnés  est,  d'après  le  lliéorcme  de  Riemann-Rocli, 

T  désignant  le  nombre  des  ailjoiiites  d'ordre  A  —  3  passant  pâl- 
ies /«(/pôles.  Par  suite,  si 

Dir/  >  xp  —  2, 

7  sera  nécessairemcnl  nul.  cl  Ir  nombre  des  arbitraires  sera 

//  =  md  —  /)  -T-  I. 

L'expression  F  pourra  alors  se  mettre  sous  la  forme 

a,  Ji  -1-  a.j.Ij  -(-    .  .  -I-  a/,  J/,, 

les  J  étant  des  fonctions  ralionnelles  déterminées  de  (;,  y,  ),  les  a 
(li'ncMilanl  dos  coefllcnril--  du  piii\  iiunie  F  :  si  I  on  \eul  (pie  la 
surface 

passe  iiar  la  courbe  gauclic.  il  laiidra  ipie 

aj  =  o,         «2  =  0,         ....         a/,  —  1). 

(  )ii  aura  donc  un  munlue  de  coiulitions  égal  à  //.  ou  à  un  nombre 
MMiindre,  s'il  se  Iroux  ail  i|ue  ces  équations  ne  soient  pas  distinctes. 
JNous  arrivons  ainsi  à  la  conclusion  suivante  : 

Le  nombre  des  conditions  N,,,,  e.r/trinianl  qu'une  surface  de 

de^ri'  ni  passe  par  une  courbe  gnurhr  de  degré  d  cl  de  genre 

p.  esl  (11/  plus  égiil  il 

nul  — /<  -t-  I , 

(,'/)  supposant  f/ue  l'on  dit 

ind  >  ip —  ■'.. 
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9.  Le  théorème  précédent  ne  donne  qu'une  limite  supérieure. 
Dans  des  cas  très  étendus,  celle  limite  supérieure  représente  le 
nombre  véritable.  Bornons-nous,  pour  le  moment,  au  cas  où  la 
courbe  gauche  n'a  aucun  point  multiple;   on  peut  alors  affirmer 

que 

N,„=  md  —  p  H-i, 

si,  la  courbe  gauche  étant  donnée,  le  nombre  m  est  pris  suffi- 
samment grand. 

La  démonstration  de  ce  théorème  est  assez  délicate.  Nous  allons 
d'abord  examiner  le  cas  particulier  où  la  courbe  serait  l'intersec- 
tion complète  de  deux  surfaces 

/=o,  0=0, 

y  étant  de  degré  u.  et  es  de  degré  v.  Deux  circonstances  sont  à  exa- 
miner suivant  que  m  est  inférieur  ou  supérieur  à  [;l -f- v  ;  soit 
d'abord 

»l  =  [X  -H  V  —  0. 

D'après  un  théorème  dont  nous  avons  déjà  plusieurs  fois  fait 
usage,  toute  surface  passant  par  l'intersection  de  /  et  o  a  son 
équation  de  la  forme 

llf-hVO  =0, 

u  étant  de  degré  v  —  3,  et  v  de  degré  jji.  —  0.  Le  nombre  des  arbi- 
traires figurant  dans  l'équation  de  la  surface  est  donc  au  plus 
égal  à 

._       ([Ji  — 0 -i-i')(;j.  — 0  H- 2)(|i  — OH- 3) 
A_ 

(  y  —  ^  -I-  1  )  (  y  —  0  -t-  2  )  (  V  —  0  -t-  3  ) 
H  g  I. 

Par  suite  le  nombre  N,„  des  conditions  exprimant  qu'une  surface 
de  degré  m  passe  par  la  courbe  est  au  moins  égal  à 

(jj.-i-y  —  3-;-l)([ji-»--/  —  o-H2)([jH-y  —  S-t-S) 
6 

et,  en  réduisant  cette  expression,  on  trouve 

(3  — i)(S-2)(o-3 


i-A, 


|jLy  (  |ji  -h  V  —  2  0  -^  4  )  -)- 


6 
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Or  il    «■•il   facile   d'cvaliier  le  j,'enre  ji  de   la  courbe,    puisque 
(n"  2)  le  nombre  des  j)oiiUs  doubles  apparents  esl  égal  à 

^Hv{|i  — l)(v-l). 

D'aulrc  pari,    comme    on    a    r/=;ji.v,  l'expression   précédenle 

dcvienl 

{5-i)(8— A)(8-3) 

1)1(1  —  /<  -t- 1  -t- -. — ^^ , 

b 

Cl  HOU»  Irouvons  ainsi 

N,„  2  ma—  p  -H  I  4-  -. • 

Supposons  maintenant  que  m  soit  supérieur  à  a  -;-  v,  soil 
m  =  ,u  -4-  V  -H  0. 

Les  surfaces,  passant  par  la  combe,  sont  toujours  de  la  forme 

uj  +  l' o  =  o. 

u  étant  de  degré  v  +  o,  et  c  de  degré  p.  +  o.  Mais  on  peut  rcm- 
|)laccr  u  par  ;/ +  ws,  et  c  par  r —  m/,  le  |jolvnoine  to  étant  de 
degré  o;  le  nonijjrc  des  arbitraires  figurant  dans  l'équation  de  la 
surface  est  alors  au  plus 

_        ((X  +  S-f-l)(|JL-4-O-4-9.)([X-f-0-(-3) 

G 

fv  +  3  -I-  !)(•;  -I-  0  -f-  •>.)(•/  -^  0  +  3)  (o  +  I  U  0  -!-  2)f0  -+-  3> 

+ 6 ' 6 

ri  1,1  ilifTi'rence 

(jX  +  v-4-0->-l)([I-4-v-t-5-4-a)(^-<-v-4-S  +  3)  _     _   . , 

1  I-  )  g 

représente  le  niiniinuin  du  nombre  N„,  elicrcbé  des  conditions, 
i)0ur  (|u"ime  surface  de  degré  m  passe  par  la  courbe;  celte  ex- 
pression se  réduit  ici  à 

/)((/  —  /)  +  I , 
cl  1  on  aiiia  par  suite 

(a)  N,„_  mil  —  i>-^-  1. 

Aous  cuncluons  de  l'analyse  prcccdciilc  qur  l'iui'^alitr  (•.».  i  (/ 
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lieu  pour  les  surfaces  de  degré  supérieur  à 

Mais,  d'antre  part,   nous   savons,   d'après  le  numéro  précédent, 
que  l'on  a 

(3)  ^,n%md  -p-^\, 

dans  le  cas  où 

(4)  md  >  2yB  —  2. 

Or,  en  posant  m  =  jjl  +  v  +  o,  l'inégalité  précédente  donne 

|r/(;x-t- V  +  8j  Xjjiv  —  l)(|iv  —  2)  —  ,uv(ii  —  i)(v  —  I)  —  2, 

qui  se  réduit  à 

S>-4. 

Par  conséquent,   la  condition  (4  )   sera  vérifiée   pour  les  surfaces 

de  degré  supérieur  à    [ji  +  v — 4i   et   nous  pouvons   déduire   des 

inégalités  (2)  et  (3) 

N,„  =  nid  —  ]>  -\-\, 
dans  le  cas  où 

Le  théorème  énoncé  est  donc  démontré  pour  le  cas  particulier 
considéré,  et  nous  avons  une  limite  du  nombre  m. 

10.  Examinons  maintenant  le  cas  où  la  courbe  C  n'est  pas 
l'intersection  complète  de  deux  surfaces,  et  supposons  qu'on 
puisse  faire  passer,  par  la  courbe  C,  deux  surfaces  de  degré  u.  et  v, 
l'intersection  de  ces  surfaces  se  complétant  par  une  courbe  irré- 
ductible C  sans  point  singulier,  dont  nous  désignerons  le  degré 
par  d' .  Envisageons  une  surface  arbitraire  S,  passant  par  C,  et  de 
degré  /«  supérieur  à  ji.  +  v —  4-  LI'ic  telle  surface  coupe  C,  en 
dehors  des  0  points  communs  à  Cet  à  C,  en  un  nombre  de  points 


égal  à 


d'[in  —  (  |i  -i-  V  —  4 )]  -t-  ip' 


comme  il  résulte  de  suite  des  considérations  présentées  au  n"  o. 
Les  surfaces  S  déterminent  donc  sur  G'  un  groupe  linéaire  de 
points  dont  le  nombre  est  égal  à  l'expression   précédente,  et  ce 
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{jroiipc  (lo  points  dépend,  d'après  un  corollaire  du  ihéori-me  de 
Kieinann-Rocli  ('),  au  plus  de 

(/■[/«  —(/n-v  — 4  )]+/>'—  2 

constantes  arbitraires.  Le  nomlire  des  conditions  pour  qu'uni* 
surface  S,  passant  par  C,  passe  aussi  par  C  sera  donc  au  plus 
égal  à 

</'[//(  —([X-;-v  — 4)] -r/)  —I, 

car,  si  Ion  fait  passer  la  surface  ï  par  des  points  arbitraires  de  C 
en  nombre  éf^al  à  ce  dernier  nombre,  la  surface  devra  contenir  C 
puisque  le  groupe  des  ])oints  de  rencontre  dépend  d'une  arbitraire 
de  moins. 

Ceci  posé,  le  nombre  des  conditions  jtour  qu'une  surface  ^,  «le 
degré  m,  passe  par  0  est 

md—p-\-\  —  i       (e^o); 


(')  Le  corollaire  du  théorème  de  Riemann-lîocb  dont  nous  nous  servons  ici  csl 
le  suivant.  Soit  considéré  sur  une  courbe  C  un  groupe  linéaire  de  points  va- 
riables en  nombre  jj.  ((jl  >  2/)  —  2  );  l'ordre  de  ce  groupe,  c'est-à-dire  le  nombre 
des  points  qui  peuvent  élrc  pris  arbilrairemcnl  dans  un  groupe,  est  au  plus  égal 
;',  (1  —  /7.  On  peut  d'ailleurs  démontrer  directement  ce  résultat  en  le  raltacbanl 
au  théorème  d'Abel.  Supposons,  en  effcl,  que  l'ordre  du  groupe  soil  supérieur  à 
]i  —  p,  par  exemple  soit  égal  à  |i  —  /7  -M  ;  prenons  sur  la  courbe  p  points  arbi- 
traires A|,  Aj,  ...,  A  .  Par  ces  points  on  peut  faire  passer  au  moins  une  courbe 
du  système  linéaire,  puisque 

/;<  H  -/)-4-i; 

celle  courbe  rencontrera  C  en  un  certain  nombre  de  points  B  (en  dehors  de> 
points  bases  du  système  linéaire)  égal  à  (i-— />,  et  connue 

;i— /><li  —  />-4-i, 

on  pourra,  par  les  points  B,  faire  passer  une  courbe  du  système  linéaire  dépen- 
dant d'au  moins  un  paramètre.  Appliquons  alors  aux  p  points  de  rencontre  va- 
riables de  celte  courbe  avec  la  courbe  C  le  théorème  d'Abc!  ;  nous  aurons,  en 
appelant  ces  points  (a;,, y,),  . . .,  (x^,y^), 

Q,{^iO'i)''-^i-*---<-Q.('^r'.>V)«'-c,.  =  "      («■  =  >.»,  ••••/>). 

les  Q  étant  les  adjointes  relatives  aux  intégrales  de  première  espèce.  Mais  de> 
égalités  précédentes  on  conclut  que  le  déterminant 

IQ,(^/,,yi.)l        ('■/'       '•  ' /') 

est  nul,  ce  qui  est  absurde  puisqu'une  position  particulière  des  p  points  coïncide 
avec  les  A  pris  aibitrairiinenl  au  début. 
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d'autre  part,  le  nombre  des  conditions  pour  qu'une  surface  de 
degré  m,  passant  déjà  par  C,  passe  par  C  est,  comme  nous  venons 
de  le  voir, 

d'[m  —  (;j,-^v  —  4)]  -^p'—i  —  t,         (s'^o). 

On  suppose  d'ailleurs  que  l'on  a  les  deux  inégalités 
md >  ip  —  2,        m  >  j-t  +  V  —  '^. 

Le  nombre  des  conditions  pour  qu'une  surface  de  degré  m  passe 
par  C  et  C  est  donc  représenté  par  l'expression 

(5)  md  —  /)  +  I  -H  rf'[m  —  (ji.  -i-  ■/  —  '\)\-^~  p' —  i  —  0  —  t'. 

Mais  nous  savons  (n"  9)  que  le  nombre  des  conditions  pour 
cpi'une  surface  de  degré  m  passe  par  l'intersection  de  deux  sur- 
faces de  degrés  respectifs  ]j.  et  v  a  pour  minimum  l'expression  E 
du  numéro  précédent  :  ce  nombre  est,  par  suite,  égal  à 

I  r  \  l^''  (  I-t  ^  ''  —  4  )  /      s      . 

(0)  [vim—i ! ■■-(-•l!         (-^1=0). 

Nous  devons  donc  égaler  (5)  et  (6),  ce  qui  donne,  en  se  rappe- 
lant que  f/ +  <:/':=  [;.v, 

(7)  ^ '—^ Li_^'(,a4-v-4)-^/,'~/)  =  E-f-s'-FT,. 

Or  il  est  facile  d'avoir  la  valeur  du  premier  membre;  si  ;•'  et  /i 
désignent  le  rang  de  la  courbe  C  et  le  nombre  de  ses  points 
doubles  appai'ents,  comme  /•  el  /i  désignent  les  mêmes  nombres 
pour  la  courbe  G,  on  a 

r  =  d{d —  i)  —  2/i,         r'  —  d'(d'—  I)  —  a  A', 
ou 

I-  =  i{d  —  I  )  -H  !!/>,         r'  =  i(d'  —  1  )  -f-  2/)'; 
donc 

r  —  /■'  =  ■i.(d  —  d')  -^■2.{p  —  /i'). 

Mais  des  égalités  obtenues  au  n"  3, 

C?((J.  -H  y  —  2)  =  r  -r-  0, 
J'(!Jt-*-''—  2)  =  '•'-!-  0, 

on  déduit 

r  —  r'  =  (d  —  f/')((ji  +  V  —  2); 
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donc 

el  le  premier  raemljre  de  l'équalion  (7)  se  réduil  à 

uv(u-|-v— 4)  ,.  ,  (</  — rf')(jJi-T-v  — 41 

-! ■ —  a  (  U  -h  V  —  i  I , 

2  2 

c'est-à-dire  à  zéro.  On  ;i,  piir  mi  île, 

e  -t-  e'H-ir,  =0, 

d'où  nous  concluons  enfin 

£  =  s'  =  r,  =  o, 

puis<iue  ces  trois  ipuinlilés  sont  positives.  Le  nombre  des  condi- 
tions pour  qu'une  surface  ï  de  degré  ni  passe  par  la  courbe 
considérée  C  est  donc  représenté  exactement  par 

1)1)1  —  p  -—  i . 

Un  suppose,  bien  entendu,  remplies  les  conditions  du  com- 
mencement de  ce  numéro,  c'est-à-dire  que  C  est  une  partie  de 
l'inlerseclion  de  deux  surfaces  de  degré  1/  et  v,  celte  intersection 
se  conipli'laiil  par  une  courbe  irréductible  C,  et  de  plus  ni  satis- 
fait aux  deux  inégalités 

md  >  2/)  —  2,         III  >  ;ji  H-  V  —  4- 

Nous  vovc)ns  donc  que,  jtour  m  sufjisamnicnt  grand,  on  a 
exactement  le  nombre  clicrclié  de  conditions  ('). 

II.  .Nous  allons  iii(li(|U(r  une  autre  niélliodc  pour  établir  le 
théorème  précédcnl  ;  elle  donnera,  dans  bien  des  cas,  une  limite 
de  m  supérieure  à  celle  (|ue  nous  venons  de  trouver,  mais  elle  a 
l'avantage  d'être  plus  rapide.  Nous  reuqirunlons  à  un  Mémoire 
de  M.  Castelnuovo  (-). 


(')  .M.  Nocllier  t-noncc  et  dijiiioiilrc  rapiilrim-iit  le  ii'sullat  prcféili-nl  à  I.1  p.  /(fi 
(le  son  Mémoire  cité  plus  haut  sur  les  courbes  gauclics  (  Mémoires  de  l'Acaitcmie 
(le  llerlin,  188a);  quelques  points  de  la  ilcnionsiration  nous  ayant  paru  aMilr 
besoin  ilc  ili'veliippcnients,   nous  avons  suivi  une  tout  atUre  voie. 

(  =  ;  Cl.  C,vsti:lnuovo,  Sut  mullipli  di  iiiia  série  liiieare  di  griippi  di  piinti 
appartenenlc  ad  iina  curva  algeOric/ia  (lleiidicoiiti  del  circolo  mathemalico 
di  l'alcrmo,  iSyS). 


SIR  LES  COURBES  GAUCHES  ALGÉBRIQUES.  23 1 

Prenons  un  point  de  vue  arbilraire  et  projetons  la  courbe  gauche 
C  sur  un  plan  quelconque  ;  la  perspective  sera  une  courbe  F  ayant  h 
poinls  doubles  correspondant  aux  couples  de  points  [a^^a^)., 
(6| ,  60))  •  •  •  I  de  la  courbe  C.  Considérons  les  adjointes  d'ordre  k 
à  r,  c'est-à-dire  les  courbes  d'ordre  k  passant  par  les  h  points 
doubles  (k^d — 2);  ces  adjointes  rencontrent,  en  dehors  des 
poinls  doubles,  la  courbe  F  en 

points  variables,  et  l'on  sait  que  Vordre  de  ce  groupe  de  points 

est  égal  à 

/i</  —  ih  — /), 

c'est-à-dire  que,  parmi  les /><:/ — 2^  points,  on  peut  en  prendre 
arbitrairement  kd ^  ih  — p,  les  p  autres  étant  déterminés  par 
ceux-ci.  On  a  alors  un  ensemble  correspondant  de  cônes  d'ordre  />" 
ajant  pour  sommet  le  centre  de  projection,  et  pour  directrices 
les  adjointes  d'ordre  k  à  F. 

Considérons,  d'autre  part,  l'intcrseclion  de  la  courbe  avec  une 
surface  quelconque  d'ordre  k{k^d  —  2)  passant  par  les  2. h  points 
(«(,«2),  (bijbo),  ■••■  Nous  aurons  kd  —  2/1  points  en  dehors 
des  points  fixes. 

Cet  ensemble  de  points  dépend  d'au  moins 

kd  —  2/1  —  p 

arbitraires,  puisque  les  cônes  considérés  ci-dessus  font  partie  des 
surfaces  qui  nous  occupent;  d'autre  part,  le  nombre  des  arbi- 
traires, clans  l'ensemble  de  poinls,  ne  peut  pas  dépendre  de  plus 
de  kd —  ih  — p  arbitraires,  d'après  la  remarque  dont  nous  avons 
déjà  fait  usage  au  n°  10  (i'o//-la  note). 

Ainsi  donc  le  groupe  de  points  variables,  détachés  sur  la 
courbe  G  |)ar  toutes  les  surfaces  passant  par  les  poinls  («i,  a.i), 
[b,,  b.,),  ■  ■ .,  dépend  exactement  de  kd —  2/;  — p  arbitraires,  c'est- 
à-dire  que  kd —  2/1 — p  de  ces  poinls  peuxent  être  pris  arbitrai- 
rement, la  position  des  autres  en  résultant. 

Nous  allons  déduire  de  là  le  nombre  de  constantes  arbitraires 
dont  dépend  réellement  le  groupe  de  points  détaché  sur  la 
courbe  C  par  l'ensemble  des  surfaces  d'ordre  /.■.  Montrons  que  ce 
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notiihrc  csl  égal  à  hil — p.  11  siiflit,  pour  ccl.i,  de  montrer  que  le 
nombre  des  conditions  pour  qu'une  surface  passe  par  («,,  Oo), 
(Z*, ,  b-.)^  ...  esl  précisément  égal  à  •.>.//  el  ni'  lui  est  pas  inférieur  ; 
nous  n'aurons  donc  qu'à  ajouter  a  A  au  nombre  des  conditions 
déjà  trouvé  kd  —  ih  — />  el  nous  trouverons  ainsi  kd  —  p.  Il  en 
résultera  que  le  groupe  des  points  de  rencontre  de  C  avec  une 
surface  d'ordre  k  dépend  daii  moins  A-rf  —  p  arbitraires,  et,  comme 
il  ne  peut  lui  èlre  supérieur,  la  |)roposition  sera  établie.  Or,  il  e.^t 
aisé  de  voir  que  les  xli  |)oiiUs 

sont  jjici)  iudépcndaiils  les  uns  dos  aiilres  au  point  de  vue  du 
nombre  des  conditions  imposées  à  une  surface  d'ordre  k  passant 
par  ces  points  ;  en  effet,  dans  le  cas  contraire,  une  surface 
d'ordre  k  passant  par  ■j.h  —  i  de  ces  points  passerait  nécessaire- 
ment par  le  dernier.  Mais  cela  n'est  pas  possible,  car  on  peut  avoir, 
par  exemple,  une  surface  d'ordre  /."  passant  par  a^i  b,,  b-,,  ...  et 
ne  passani  pas  par  ii,.  Pour  le  montrer,  prenons  un  cône  avant 
pour  sommet  le  point  projetant  considéré  plus  liant,  el  pour  direc- 
trice une  adjointe  d'ordre  k  —  i  (qui  est  au  moins  égal  k  d  —  3). 
Ce  cône  peut  passer  par  ^i,  h,,  •■■  el  ne  pas  passer  par  a-,,  car 
nii  sait,  d'après  la  théorie  des  courbes  planes,  qu'une  courbe 
d'ordre  supérieur  ou  égal  à  d —  3  peut  passer  par  certains  poinis 
(loiiMcs  (11'  la  courbe  sans  passer  parles  autres.  A  la  surface  co- 
Mi(|ue  précédcnU;  adjoii;iions  un  plan  quelcon<jue  passant  par  <7j, 
on  aura  une  surface  cbercliée  passani  par  tous  les  points  (a,  6,  . . .  ), 
sauf  par  le  point  «,. 

En  résumé,  nous  pouvons  affirmer  que  le  groupe  des  poinis 
de  renconlre  de  la  courbe  C  ai'cc  une  surface  d'ordre  k  dé- 
pend exactement  de  kd  —  p  arbitraires.  Ces  raisonnements 
supposent 

11  résulte  du  lliéorèmc  précédeiil  (|ii  une  surface  d'ordre  k. 
assujettie  à  passer  par 


lui  ■ 


■/' 


piiiuls   ciloisis   ai  lui  r;iM('Miinl    sur  < .,  cniiliciil    nécessairement  la 
courbe.  Ainsi   se    trouve  établi   le   llii'Drrmr  (iiic  nous  avions  en 
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vue  :    le   nombre    des   conditions  exprimant  qiC une    surface 
d'ordre  ki^k^d —  2)  passe  par  la  courbe  G  est  égal  à 

kd  —  /;  +  I . 

12.  Nous  avons  supposé  que  la  courbe  gauche  G  n'avait  pas  de 
poinls  singuliers;  il  est  intéressant,  pour  l'application  à  la  théorie 
des  surfaces,  de  considérer  le  cas  où  la  courbe  gauche  G  aurait  un 
certain  nombre  t  de  points  triples  A,,  Ao,  .-.,  A;.  Gonsidérons 
toutes  les  surfaces  d'ordre  k{k^d — 2)  passant  par  les  points 
triples  et  rencontrant  G  en  six  poinls  confondus  en  chacun  des 
points  triples.  On  va  voir  facilement,  en  faisant  usage  d'un  mode 
de  raisonnement  analogue  à  celui  qui  a  été  emplo_yé  plus  haut,  que 

le  groupe  des 

kd  —  (')  t 

points  variables  est  d'ordre 

/cd~C)t  —p. 

En  effet,  parmi  les  surfaces  remplissant  la  condition  précédente 

se  trouvent  les   cônes  aj'ant  pour  sommet  un  point  pris  comme 

point  de  vue  et  pour  bases  les  adjointes  d'ordre  k  à  la  courbe  F 

projection  de  G  sur  un  certain  plan.  En  désignant  par  h  le  nombre 

des  points  doubles  apparents,  on  aura  alors  sur  F  un  groupe  de 

poinls  en  nombre 

/cd  —  ih  —  (>/, 
dont  l'ordre  sera 

kd  —  2  A  —  Gt  —  p. 

Or,  les  a/t  points  (fl,,  rto),  (Zi|,  ^2),  •■•  sont  indépendants  les 
uns  des  autres  au  point  de  vue  du  nombre  des  conditions  imposées 
à  une  surface  d'ordre  k  les  contenant  (on  le  verrait  par  un  raison- 
nement analogue  à  celui  du  numéro  précédent);  il  en  résulte  que 
les  surfaces  d'ordre  A'  ayant  six  points  de  rencontre  confondus 
avec  chacun  des  points  triples  A,  comme  il  arrive  aux  cônes  qui 
viennent  d'être  considérés,  détachent  sur  G  un  groupe  de  points 

en  nombre 

kd~6t, 

dépendant  exactement  de 

kd  —  61  —  /) 
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arbitraires.  Or,  soit  u.  le  nomhrc  des  conditions  exprimant  qu'une 
surface  de  degré  /.■  rencontre  la  courbe  C  en  six  [loints  conl'undus 
eu  chacun  des  points  tri])les,  le  niunbre  des  conditions  pour 
([u'une  surface  de  degré  k  passe  par  la  courbe  sera 

[A  +  lui  —  CU  ~ji  -4-  I 

puisque,  avec  ce  nombre  de  conditions,  nous  exprimons  qu'une 
surface  d'ordre  /.",  rencontrant  la  courbe  aux  points  triples  de  la 
manière  indiquée,  rencontre  la  courbe  en 

k(l  —  lit  —  />  +  I 

points  arbitrairement  pris  sur  elle,  ce  qui  est  impossible. 

I^a  question  proposée  revient  donc  à  évaluer  a;  à  cet  elTel,  on 
peut,  par  exemple,  écrire  que  la  surface  doit  passer  par  tin  point  \ 
et  être  tangente,  en  ce  point,  à  chacune  des  branches  de  la  courbe 
C  passant  en  A.  On  a  ainsi,  pour  chaque  point  triple,  quatre 
conditions,  si  les  trois  tangentes  à  C  au  point  A  ne  sont  pas 
dans  un  même  plan.  D'autre  part,  les  quatre  conditions  imposées 
en  chacun  des  points  singuliers  A,,  A^,  . . .,  A^  sont  certainement 
indépendantes,  car  le  fait,  pour  une  surface  d'ordre  k[/,'^d — 2), 
de  rencontrer  C  en  un  certain  nombre  de  points  triples  A.  soit 
qu'elle  n';ul  il(>  contact  avec  aiiciiiu'  branche,  soit  (|u't'lle  ail 
un  contact  a\ec  (luelqu'iine  des  i)ranches  passant  en  ces  points, 
n'entraîne  nullenieni  comme  consé(|uence  que  la  surface  ail  eu 
ces  points  un  coiiiarl  plus  iiiliiuc  que  celui  (pii  r(''sultc  des  condi- 
tions écrites,  ou  qu'elle  passe  par  un  autre  des  points  triples. 
Pour  s'en  convaincre,  il  suflit  de  remarquer  que,  pour  les  courbes 
d'ordre  /.■,  dans  le  plan  de  F,  les  conditions  relatives  aux  nombres 
des  puliits  de  rencontre  confondus  en  un  puiiil  triple  sont  indé- 
pendantes. 

IS'ous  pouvons  donc  écrire 

H=  1'. 

et  nous  avons,  par  suite,  pour  te  nombre  c/ierc/ié  des  condi- 
tions e.rprimunl  )/u'itne  surfuer  d'ordre  A{A-^-d  —  ■>.)  passe 
par  C, 

/■(/  —  '2  /  —  /(  -H  I. 
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Il  est  clair  que  cette  formule  pourra  souvent  être  exacte  quand  k 
sera  inférieur  à  d —  2,  et,  en  employant  des  considérations  ana- 
logues à  celle  du  q°  10,  on  aura,  dans  Lien  des  cas,  une  limite 
beaucoup  moindre;  mais  il  est  inutile  d'insister  :  le  point  que 
nous  avons  surtout  en  vue  est  que  la  formule  précédente  est  appli- 
cable à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande  de  A". 


IV.  —  Expression  numérique  de  /),,  ;  du  genre  numérique 
d'une  surface. 

13.  De  même  que,  dans  la  théorie  des  courbes  planes,  on 
exprime  le  genre  de  la  courbe  par  une  formule  où  figurent  le 
nombre  des  singularités,  supposées  ordinaires,  de  la  courbe  (points 
doubles  ou  points  multiples  d'ordre  quelconque  à  tangentes  dis- 
tinctes), on  peut  chercher  à  trouver  une  formule  numérique  don- 
nant le  genre  géométrique /)«.  d'une  surface. 

Comme  il  est  bien  connu,  en  désignant  par  ki  le  nombre  des 
points  multiples  d'ordre  ;',  on  a,  pour  une  courbe  d'ordre  m, 

{  m —  i)(ni— -i)        -^       i(i — i) 

p  = 2,''^^-- 

i 

La  diminution  du  geni-e  due  aux  singularités,  par  rapport  au 

(m  —  t  )(m  —  2)   ,,  ,  •    ,      .         ,• 

genre a  une  courbe  sans  points  singuliers,  se  trouve 

représentée  par  le  terme  soustractif 

Considérons  maintenant  une  surface  de  degré  ju  sans  singula- 
rités :  son  genre  géométrique  égal  à 

(m  —  I  ) (  «!  —  2) (m  —  3 ) 


Si  la   surface  a  des  singularités,  le   genre  pg  peut  se  trouver 
diminué;  nous  écrirons 

(m  —  i)( ni  —  ■!)(  m  —  3  ) 
P,'  =  — ^ ^- 

z  étant  la  diminution   provenant  de  Venscnible  des  singularités. 
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Mais  ici  </<■«  circonstances  pcuvenl  se  présenter,  qui  ne  se  ren- 
viiiitrtiient  ptis  iliins  lu  théorie  des  courbes. 

W.  Nous  prendrons  d'abord  un  cas  parliculier  extrêmement 
simple  ;  nous  avons  dil  que  la  présence  d'un  point  luulliple  isolé 
d'ordre  q  irréductible  entraîne,  en  général,  [lour  la  surface  du  sys- 
tème canonique,  un  nombre  de  conditions  égal  à 

q{q  —  \Mq  —  1) 
6 

Donc,  pour  unesurHice  d'ordre  m.  avec  un  point  multiple  isolé 
d'ordre  q.  on  aura 

_  (/»  —  i)(ni  —  i)(m  —  :n        (i(q  —  \)(q  —  ï) 
rg  -  iJ—  l 

Appliquons  celle  formule  au  cas  d'un  cône  d'ordre  /»,  sans 
ligne  double  ;  nous  avons  q  =  «i,  el  la  formule  donne 

(  nj  —  1  )  (  »«  —  '>■) 
P.  = r, 

Nous  arrivons  donc  à  ce  résultat,  qu(>  p„  est  négatif.  Nous 
avons  ainsi  un  exemple  où  la  inniiiilc  dnnnc  pour  pg  un  nombre 
négatif,  tantlis  qu'il  est  clair  que  p„.  d  après  la  définition  nit'nic. 
esl  un  noniiire  ])0sitif  ou  nul,  et  l\>u  a  ici  p^  =  o. 

Cette  circonstance  n'esl  pas  la  seule  qui  puisse  se  présenter. 
On  pourra  avoir,  dans  d'autres  cas,  une  formule  fournissant,  en 
général,  la  valeur  de  pg,  mais  donnant,  dans  certains  exemples, 
une  valeur  différente  el  inférieure  à  pg,  tout  en  étant  positive.  Il 
pourra  nolammenl  arriver,  les  singularités  se  composant  de  di- 
verses coui'bes  niiiillples  ou  de  divers  points  multiples  isoli'S,  que 
la  diminution  totale  s  dans  la  valeur  de  y>M.  ne  soil  pas  la  somme 
des  (lirniniiiiiiMs  |iiiiii('|lo>  proNcnaiil  des  diverses  singularités  par- 
tielles. C'est  là  un  fait  qui  ne  se  |U'ésente  jamais  dans  la  tbéorie 
des  courbes,  où,  dans  la  diminution  du  genre,  chaque  point  .'sin- 
gulier agit  comme  s'il  était  seul,  comme  le  montre  le  terme 
soustraclif 
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<lans  la  formule  rappelée  plus  haut  relative  aux  courbes   planes. 
Prenons,   pour  vérifier  cette  assertion,   le  cas  particulier  sui- 
vant (').  Considérons  les  trois  quadriques  quelconques 

u{x,y,  z)=o,         v{t,  y,z)=o,         iv{x,y.z)=o. 

Elles  ont  huit  points  communs  A,,  Aj,  ...,  A».  En  désignant 
par  'il,  une  forme  homogène  arbitraire  de  degré  n  en  u,  c,  w,  for- 
mons l'équation 

Elle  représentera  une  surface  d'ordre  in,  ayant  comme  points 
singuliers  isolés  les  points  A  qui  sont  des  points  multiples 
d'ordre  «,  ne  présentant  d'ailleurs  aucune  particularité.  Un  point 
multiple  isolé  général  d'ordre  /;  diminue,  s'il  est  seul,  le  genre 
géométrique  d'une  surface  de 

n(n  —  i)fn  —  1) 
6 

unités.  Donc  ici,  si  dans  la  diminution  du  genre  géométrique, 
chaque  point  A  agissait  comme  s' il  était  seul,  on  aurait  pour  le 
genre  de  la  surface 

(2  71  —  i)(2«  —  i)(in  —  3)       0"^"  —  ')(«  —  2) 


Le  genre  géométrique  de  la  surface  considérée  serait  donc  n  —  i . 
Mais  on  voit  aisément  que  ce  résultat  est  inexact;  les  polynômes 
adjoints  Q  d'ordre  in  —  4j  dont  le  nombre  donne/?»,  satisfont  à 
la  seule  condition  que  la  surface 

Q  =  o 

ail  les  points  A  comme  points  multiples   d'ordre  n  —  2.   Or,   la 
surface  d'ordre  m  —  4 

f  1,-2(11,  '•,  "■)=  o, 
OÙ  f,i_2  est  un  polynôme  arbitraire  de  degré  n  —  ■;>,  homogène  en 


(  '  )  Cet  exemple  est,  emprunté  à  un  Mémoire  de  M.  Castelnuovo,  Osservazioni 
intorno  alla  Geometria  sopra  una  superficie  (Rendic.  Istituto  Lombardo,  1S91). 
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II.  c,  n',  rciiiplil  ces  conditions,  cl  elle  dépeuci  ili- 

n(  n  —  i) 

paramèlrcs;  on  ii.  ji^ir  siiiu-, 

.  n(n  —  i) 

résull;il  liicii  (liflrrriil  de  lu  Im  luulc  lioini'c  plus  liaiil.  (lui  donnait 
Pgz=  n  —  I.  Ainsi  on  muI,  par  cet  exemple,  que  les  conditions 
imposées  aux  adjointes  du  système  eanoniqne  par  les  diverses 
sinijnlarilés  peuvent  ne  pas  être  indépendantes,  et,  par  suite, 
1(1  formula  //ni.  dans  ddiilirs  cas,  aurait  donné  exacte- 
ment /);,,  donne  une  valeur  moindre. 

\o.  I^ans  rcxemjile  du  numéro  précédent,  nous  avions  seule- 
ment des  points  singuliers  isolés.  Pour  donner  un  exemple  dans 
lequel  se  trouvent  des  lignes  singulières,  prenons  une  intéressante 
surface  du  sixième  ordre  étudiée  par  M.  Xoetlier  (').  C'est  une 
surface  du  sixième  ordre  avant  pour  coiirhes  doubles  une  courbe 
gauche  C  du  (pialrième  ordre  de  genre  un,  et  une  droite  D  qui  ne 
la  rencontre  jias.  Nous  formerons  laeilemenl,  dans  un  moment, 
l'équation  d'mie  l<'lle  surface;  il  est  clair  que  Ion  a  iiour  celte 
surface 

/V  =  "• 

car  il  ne  |icul  v  avoir  de  quadricpie  |)assant  par  C  cl  D,  puisque  D 
ne  rencontre  jias  C.  D'autre  part,  voyons  ce  que  nous  trouverions 

pDiii/i^.  en   rclraiuliaiil  de 


(6_,)(6-2)(6-3) 


ou 


le  nombre  des  conditions  exprimant  qu'une  quadriquc  passe  par  C, 
augmenlé'  du  nombre  des  conditions  exprimant  (|u"une  qua- 
driquc passe  |iar  D;  celle  somme  est  égale  (d'après  la  formule 
l\d  —  /'  +  I  )  à 


(')  NoKTiiKn,  Ucber  cine  Flàchc  G'"  Ordnung   vom  flachciigcsclilcc/a  —  i 
(Mat/i.  Jnnatcn,  i883). 


SUR   LES    COL'RBES    GAUCHES   ALGÉBRIQUES.  289 

nous  Irouverions  donc  pour  le  genre 


10  — 11         ou        —  I. 


Voici  donc  encore  un  exemple,  à  rapprocher  de  celui  du  cône 

d'ordre  m,  où  la  formule  fournit  pour  le  genre  un  nombre  négalif. 

Indiquons  mainlenanl  la  l'orme  de  l'équation  de  la  surface. 

Soient 

A  =  o,        13  =  o 

les  équations  de  deux  plans  donnant  la  droite  D,  et 


les  équations  des  deux  quadriques  dont  l'intersection  donne  G. 
La  surface  du  sixième  degré,  qui  aura  pour  courbes  doubles  G  et  D, 
a  pour  équation 

(rtuA--(- oi AB  +  A2B2)(p2 
-t- (  60  A2  -4-  6 ,  AB  +  ^2  B2 )<f .1/  -+- (  co  A'-  +  c,  A B  -f-  c.>  B2  ) .i2  =  o. 

les  a,  b,  c  étant  des  constantes.  On  jteut  démontrer  que  cette  sur- 
face correspond  |ioint  par  point  à  un  cône  du  troisième  ordre  sans 
droite  double. 

10.  Les  exemples  précédents  montrent  que  l'on  ne  peut  s'at- 
tendre à  trouver  une  formule  numérique  qui  donne,  dans  tous  les 
cas,  le  genre  géométrique />,,  dune  surface  algébrique.  Après  les 
cas  particuliers  que  nous  venons  de  traiter,  revenons  au  cas  gé- 
néral d'une  surface  ayant  comme  singularités  une  ligne  double  G, 
dont  nous  désignerons  le  degré  par  d  et  le  genre  par/),  cette  ligne 
double  ayant  i  points  triples  qui  sont  aussi  des  points  triples 
pour  la  surface.  Le  genre  p g  de  la  surface  est  égal  au  nombre 

(m  —  i)(ni  —  2)  (m  —  3  ) 
■ 6~ ■' 

diminué  du  nombre  des  conditions  qui  exprime  qu'une  surface  de 
degré  m  —  4  passe  par  la  courbe  G.  Or  nous  avons  cherché,  dans 
la  section  précédente,  le  nombre  exact  des  conditions  exprimant 
qu'une  surface  de  degré  /r  passe  par  une  courbe  C;  nous  avons 
trouvé,  pour  représenter  ce  nombre  de  conditions,  l'expression 

(  a  )  /cd  —  9.1  —  y  -T- 1 , 
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pourvu  que  /.•  dépasse  une  certaine  limile;  dans  le  cas  contraire, 
l'expression  précédente  n'est  qu'un  maximum  pour  le  nombre  des 
conditions.  Par  suite,  si  /«•  =  m  —  4  est  asscx  grand  pour  que  Ton 
puisse  avoir,  par  la  formule  ci-dessus,  le  nombre  exact  des  con- 
ditions pour  qu'une  surface  de  degré  m  —  4  passe  par  la  courbe 
double,  on  aura 

/V=  i ^ ■'  -{m  -  \)d^^t-^p-  r. 

Si,  au  contraire,  il  n'était  pas  légitime  de  se  servir  de  l'expres- 
sion (a)  pour  A' =  m  —  4»  le  second  membre  de  légalité  précé- 
dente ne  représenterait  pas pg,  mais  ii/i  nombre  plus pclil  ;  nous 
poserons,  dans  tous  les  cas, 

(m  —  i)(m  — 'iX//!  —  3  I 

on  appelle  p„  le  genre  numérique  de  la  surjaee,  et  l'on  a  né- 
cessairement, d'après  ce  qui  précède, 

Pn  kPg- 

Tandis  (|uc  p^  est  essentiellement  positif  (ou  nul),  le  nombre  p„ 
peut  avoir  un  signe  quelconque. 

17.  C'est  M.  Cajley  (')  qui  a  remarqué  le  premier  que  la  formule, 
trouvée  pour/)»,  en  se  servant  sans  précaution  de  l'expression  (a), 
pouvait  donner  un  nombre  négatif  (-).  Cet  exemple,  très  général, 
est  celui  des  surfaces  réglées  algébriques  quelconques.  Avant  de 
l'indiquer,  reprenons  l'expression  de  />„  en  introduisant,  au  lieu 
du  genre/?,  le  rang  /•  de  la  courbe  double  C.  On  a,  comme  nous 
l'avons  vu, 

r  =  d{d—\)—  xh  —  G/; 
et  d'autre  part, 


(  '  )  \.  Cavley,  On  the  De/lciency  of  certain  surfaces  {Math.  Annalcn,  l.  III. 
1871). 

(')  Nous  avons  vu  plus  U.iui  qu'un  cône  suflit  pnui'  Inurnir  un  «xoniplo  «le 
surfaces  i  gcnio  négatif. 
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On  en  déduit  pour p,i 

(ni.  —  i)(/7i  —  i)(m  —  'i)  ,N  »       '' 

/>«=  g (m  —  3)ri-i-  -  ^  2t. 

Ceci  posé,  si  l'on  considère  une  surface  réglée  algébrique  géné- 
rale, elle  a  une  courbe  double,  et  sur  celte  courbe  double  un  cer- 
tain nombre  de  points  triples.  Dans  un  Mémoire  sur  les  surfaces 
réglées  algébriques,  Salmon  a  montré  que  l'ou  avait  entre  le 
degré  r/,  le  rang  ;•  et  le  nombre  t  des  points  triples  de  cette 
courbe  double,  les  relations 

il  —  ( /«  —  i)['id  —  ni( m  —  -2  )], 
/■  —  m  (m  —  ti  )  (  m  —  .5  )  —  -2  (  /«  —  6  )  r/. 

Eu  se  servant  des  formules  de  Salmon,  on  trouve,  pour/>„ 

(  m  —  I  )( m  —  9.) 
Pn  = H  d. 

On  voit  que/),,  ainsi  obtenu  est  négatif,  et  égal  au  genre,  pris 
avec  le  signe  moins,  d'une  section  plane  quelconque  delà  surface. 

18.  La  considération  du  genre  numérique  d'une  surface,  quand 
il  ne  coïncide  pas  avec  le  genre  géomélriipie,  n'offrirait  (|ue  peu 
d'intérêt  si  ce  genre  numérique  n'clail  pas,  comme  pa,  un 
nombre  invarian/.  Or,  il  résulte  des  remarquables  recherches  de 
M.  Zeuthen  ('),  que  p,,  est  un  invariant;  pour  énoncer  avec  pré- 
cision le  beau  théorème  de  M.  Zeuthen,  nous  devons  ici  nous 
borner  à  considérer  deux  surfaces  /  et  /'  se  correspondant  point 
jiar  point  et  n'ajant  que  les  singularités  ordinaires.  Si  m,  p,  c/,  l 
d'une  part,  et  ///,  //,  d' ,  t'  d'autre  part,  représentent  les  nombres 
relatifs  aux  surfaces  /et/',  on  peut  établir  que 

[m  —  4  fd  -h  -2.1  -h  p  —  I 


6 
(ni'—  i)(m' — ■i){in'  —  3) 


-{in  —  !\)d'  -^  -il'  -I-  p' 


(  '  )  Zeuthen,  Eludes  géométriques  de  quelques-unes  des  propriélés  de  deu.c 
sur/aces  donl  tes  points  se  eorrespondenl  un  à  un  {Mal/i.  Annalen,  t.  IV). 
P.    ET   S.  iG 
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c'esl-à-diie  que 

rcf'sullal  (|iii  csl  évident  si  /)„  cl  />),  soiil  respeclivemenl  égaux  à  pg 
et  /)'„,  mais  qui,  dans  les  autres  cas,  exige  une  démonstration  spé- 
ciale. La  démoiistialion  de  M.  Zcullicn,  comme  celle  de  M.  Noe- 
iher  ('),  qui  a  repris  la  question  après  l'éminenl  géomètre  danois, 
sont  fort  longues.  Nous  ne  les  suivrons  pas  dans  cette  voie.  Dans 
des  travaux  récents  (^),  M.  Enriques  a  étudié  à  un  point  de  vue 
nouveau,  extrèinemenl  fécond,  le  genre  numérique  d'une  sur- 
face; ses  belles  reclierciies  trouveront  place  dans  le  Tome  11  de  cet 
Ouvrage. 

Le  fait  que  l'on  n'a  pas  toujours  p„  =  pg  introduit  dans  la 
théorie  des  surfaces  un  élément  de  classification  qui  n'avait  pas 
son  analogue  dans  la  théorie  des  courbes.  Un  premier  type  de 
surfaces,  le  tvpe  général,  corres|)ond  aux  surfaces  pour  lesquelles 

P„^Pb- 

La  surface,  dans  ce  cas,  est  dite  régulière;  on  appellera  irrégu- 
lière une  surface  pnur  hiqucllo 

Pn<Pfi- 

19.   Après  avoir  iiidi(jué  la  formule  susceptible  (au  moins  dans 

certains  cas)  de  donner />„,  indiquons  les  formules  susceptibles  de 

donner/)'"  et/?'-'.  Nous  nous  plaçons  dans  le  cas  général  où  ne  se 

présente  pas  la  circonstance  spéciale  indiquée  au  n°  G  cl  où  Ton  n, 

iiar  suite, 

/)'»)=/)i"— 1. 

11  suffira  de  (alrulcr  Vuii  di'  les  deux  invariants;  c'est/*'*'  que 
nous  allons  obliiiii-  le  |iliis  rapidement.  Nous  supposons  que/)^^2, 
et  nous  considérons  deux  adjointes  distinctes  du  système  cano- 
nique; elles  ont  en  commun,  en  dehors  de  la  courbe  double  C, 
uni'  courbe  Y  qui  coupe  C  aux  t  points  triples,  et,  en  outre,  en  0 


(')  NoETHEli  (,I/<(^A.  Aniiatcii.  i.  \111;  Minmiro  drjà  cilc). 
(')  Enriques  (Mémoires  cités  au  CImji.  \1I,  p.  11)7). 
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autres  points,  et  nous  avons  vu  au  n°  2,  que  l'on  a 

r  =  d(im  —  lo) —  0  —  6/, 
/■  étant  le  rang  de  C.  On  en  dédtiil 

%  =  d{2ni  —  10) —  /■  —  6^ 
Or,  la  courbe  F  est  de  degré 

elle  coupe  donc  la  surface /"  en  un  nombre  de  points  égal  à 

mais,  parmi  ces  points,  il  y  en  a,  sur  C,  qui  représentent  un  nombre 
de  points  d'intersection  égala 

29-^  3/, 
et,  par  suite. 

En  réduisant  et  substituant  au  rang  /■  le  genre  p  de  la  courbe 
gauche,  on  trouve 

et  l'on  a,  pour  le  second  genre/»'"  de  la  courbe, 

^'i'=  m(  m  —  4)-  —  {jm  —  lyjd  -h  ip  ~{-  Ot  —  3- 

Il  peut  arriver  ici  quelque  chose  d'analogue  à  ce  qui  s'est  pré- 
senté pour  la  formule  donnant  />„  ;  alors  même  qu'il  n'y  a  pas  d'ad- 
jointe d'ordre  m  —  4  {Pg^=  o)  et,  par  suite,  quand  le  second  genre 
yo'",  tel  que  nous  l'avons  défini,  n'a  aucune  signification,  la  formide 
précédente  n'en  continue  pas  moins  à  donner  un  nombre  déter- 
miné positif  ou  négatif.  Il  y  a  donc  encore  lieu  d'introduire,  à  côté 
du  second  genre  {C urvengeschlechl) ,  un  autre  nombre  qu'on  peut 
appeler  le  second  genre  numérique,  mais  nous  n'insistons  pas, 
pour  le  moment,  sur  ces  notions  que  nous  devrons  plus  tard  appro- 
fondir. Ce  qui  précède  suffit  pour  montrer  quelles  surprises 
réserve  la  théorie  des  surfaces  algébriques;  en  particulier,  la  dis- 
tinction   qu'il    peut  y  avoir  lieu  de    faire,    comme    nous  l'avons 
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inonlré  sur  des  exemples,  entre  le  genre  s^éomt'trifjiie  et  le  genre 
nitmcri(jiic  trime  surface,  ilislinclidn  i|ui  u":i  ]kis  d'unalogue  dans 
lu  lliéurie  des  courbes  planes,  nionlrc  sous  un  nouveau  point  de  vue 
la  didercnce  |)ro(ondc  qui  existe  entre  le  cas  de  deux  variables  et 
celui  d'une  variable,  dilTérencc  que  nous  avions  déjà  rencontrée 
dans  le  domaine  de  la  Géomélrie  de  siluatioii  et  dans  l'étude  des 
intégrales  de  tlKl^'it  nlielles  totales. 


l'IN   DL   TOMi;  P!ii:MIi:i!. 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


Pages. 
Introduction .  ■ v 


CHAPITRE  I. 

DES  INTÉGRALES   Ml'I.TlPLES  DE  FONCTIIINS   DE   PLUSIEURS   VARIABLES. 

1.  Des   inlcgiales   simples  et  des   intégrales  multiples   d'ordre  n  —  i  dans 

l'espace  à  n  dimensions i 

II.  Des  intégrales  d'ordre  qucleiini^ue 'i 

GHAPITRIÎ   II. 

SUR  LA  GEOMETRIE   DE    SITUATION    { ANALYSIS  SITUS  ). 

I.  Généralités  sur  les  variétés  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions  ...  ly 

II.  Des  difl'érents  ordres  de  connexion  dans  les  espaces  à  n  dimensions....  28 

III.  Étude  de  quelques  cas  particuliers 87 

IV.  .Sur  une  propriété  des  multiplicités  fermées /i4 

CHAPITRE  III. 

DES  INTÉGRALES  DE  FONCTIONS  RATIONNELLES 
DE   DEUX  VARIABLES  CCMPLEXES. 

I.  Des  intégrales  doubles  de  fonctions  de  deux  variables  complexes.  Exten- 
sion du  théorème  de  Cauchy,  d'après  M.  Poincaré l\\) 

II.  Des  résidus  des  intégrales  doubles  de  fonctions  rationnelles 53 

III.   Des  intégrales  de  dill'érculielles  totales  de  fondions  rationnelles 1)7 

p 

CHAPITRE  IV. 

SINGULARITÉS  D'UNE  SURFACE  ALGÉBRIQUE.  DES  INVARIANTS  D'UNE   SURFACE 
AU   POINT  DE  VUE    DE   LA  GEOMETRIE   DE   SITUATION. 

I.  Réduction  des  singularités  d'une  surface  algébrique -1 

II.   Définition  des  ordres  de  connexion  d'une  surface 83 

III.  Généralités  sur  la  connexion  linéaire  dans  les  surfaces  algébriques....  85 
I\'.  Elude   plus   approfondie  du  nombre   des  cycles   linéaires  d'une  surface 

donnée 90 

V.   Premier  aperçu  sur  la  connexion  a  deux  dimensions 107 


2^6  Tvni.i:  ms  MiTi(:nF,s. 


ciixriTitK  V. 

SUR  LES  INTÉOnAI-ES  DE  DIFFERENTIELLES  TOTALBS 
DE  l'RESIlÉRE  ESl'ÉCE. 

Plf«». 

I.  Généralités  sur  les  inlégralcs  de  première  espèce m 

II.  Disriissiiin  relative  aux  points  singuliers no 

III.  Quelques  applications  des  géncralilés  précédentes ...     is;) 

CIIAPITUli  M. 

DES  INTÉGRALES  DE  DIFFÉRENTIELLES  TOTALES  DE  SECONDE  ESPÈCE 
ET  DE  TROISIÈME  ESPÈCE. 

1.  Généralités,  'riiédrùmi-  l'oiularMciiliil  sur  Ir  iienilin'  des  intégrales  de  se- 
conde espèce '^5 

II.  Ueclicrclic  des  intégrales  de  seconde  espèce i5o 

m.  l>cs  intégrales  de  troisième  espèce ••>6 

CIIAI'ITIU:  VII. 

DES  INTÉGRALES  DOUBLES  Dlî  PREMli:nE   ESPÈCE  ET  DES  INVARIANTS 
QUI  s'y   RAPPORTENT. 

I.  Pes  intégrales  douhles  de  première  espèce 177 

II.  Du  genre  géométrique  des  surfaces  algébriques 191 

III.  Digression  sur  les  systèmes  linéaires  de  courbes  tracées  sur  une  surface.  197 

IV.  Du  second  genre  des  surfaces  algébriques  et  du  degré  du  système  cano- 

nique      2o5 

CII.VPITRK  VIII. 

SLR  LES  COURBES  GAUCHES   ALGÉBRIQUES   ET  LA  FORMULE  SUSCEPTIBLE 
DE  DONNER  LE   GENRE  D'UNE  SURFACE. 

I.  Quelques  formules  relatives  au\  courbes  gauches  algébriques  ;  surfaces 

adjointes  à  une  courbe  gauclic 313 

II.  Sur  une  relation  entre  les  invariants  />'')  et  />(-)  d'une  surface  algébrique,     ai;» 

III.  Sur  le  nombre  des  conditions  exprimant  qu'une  surface  passe  par  une 

courbe  gauche ii3 

IV.  Expression  numérique  du  genre  géométrii|ue.  Du  genre  numérique  d'une 

surface '3) 


FIN  iii:  i.\  TAiii.i;  1)1    TiPMi;  i'1ii:.mii:ii. 


PARIS.  -  IMPRIMERIE  GAUTIIIER-VILLARS  ET  FILS, 
24433  Quai  des  Crands-Augusiîns,  55. 


177 


PLEASE  DO  NOT  REMOVE 
CARDS  OR  SLIPS  FROM  THIS  POCKET 


UNIVERSITY  OF  TORONTO  LIBRARY 


p«iASà, 


